ΜΙΚΑΛΗ ΚΑΡΑΜΑΥΡΟΥ 45 θ(ων 


ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΠΙΣΙΙΟΣ 


6 ΘΕΟΡΙΑ 6 ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
9 ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 6 ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΘΙΕΣΗΣΑΙΛΛΟΕΠΠΕΙΗΙ 1999. 


ΜΙΧΑΛΗ ΚΑΡΑΜΑΥΡΟΥ 


ΑΝΑΛΥΣΗ 


ΟΛΟΚΛΗΡΟΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 


ΘΕΩΡΙΑ - ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ -ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΜΙΧΑΗΛΙέΟΣ ΚΩΡΙΣΤΑΝΤΙΝΟΣ 
ΦΟ)ΥΑΤΗΣ Μπ, 


ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ 1993 


Σε μάθε γνήσιο αντίτυπο υπογράφει ο συγγραφέας 


.. 


69 Το βιβλίο ἀπό γράφτηκε µε πολύ κόπο και επιτρέπεται η αντιγραφή των θεµά- 
των του από άλλο συνάδελφο µόνο ὕστερα από γραπτή άδεια του συγγραφέα. 


ὦ ζορντίεπι 1993 Μιχάλης Καραμαύρος 
ΤΗΑ. (031) 270390 


Επιμέλεια σχημάτων  Εξωφύλλον : Θεόδωρος Αβραμίδης 


Φωτοστοιχειοθεσία ςΟΙΕΝΕΕ -ΡΕεςς 


ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΕΣ ΕΚΔΟΣΕΙΣ 
Ε.ΚΑΜΠΙΤΣΗ - Μ. ΑΒΡΑΜΙΔΟΥ 
ΚΑΜΡΟΥΝΙΟΝΣ - ΤΗΛ. 031 /262 062 
54621 ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ 


Τα βιβλία του συγγραφέα κυκλοφορούν σ᾿ όλα τα βιβλιοπωλεία. Για τους κα 
θηγητές κυκλοφορεί ειδικό βοήθηµα δωρεάν. Για οποιαδήποτε πληροφορία απευ- 
θυνθείτε στον ίδιο , στα τηλέφωνα 270 300 ή 457 528 ή γράψτε στις διευθύνσεις 
Φροντιστήρια Διαγώνιος Μητροπόλεως 105 Τ.Κ 54 622. ἡ 
Χαλδίας 98 Τ.Κ 55 133 Θεο/ νίκη. 


ΗΡΟΔΟΓΟΣ 


Ο ολοκληρωτικός λογισμός αποτελεί το αντικείµενο διαπραγµά- 
τεύσης αυτού του βιβλίου. 

Βάση για τη συγγραφή του αποτελεί βέβαια το σχολικό εγχειρί- 
διο. Εκτίθεται ὠστόσο µε τρόπο µεθοδικό και η θεωρία την οποία 
πλαισιώνουν: 

9 Παρατηρήσεις. 

9 Λυμένες εφαρμογές. 

ϱ Μεθοδικά λυµένα θέµατα. 

9 Ασχήσεις µε υπόδειξη για την εφαρµογή συγκεκριμένης τεχνικής 
στους υπολογισμούς ολοκληρωμάτων. 

9 Άλυτες πρωτότυπες ασκήσεις. 
Η όλη αυτή εργασία καρπός επίτονης αναζήτησης χαι διδαπτικής 

προσπάθειας καλύπτει πλήρως τις ανάγκες του υποψηφίου. 

Αποτελεί µια γόνιμη μέθοδο αφομοίωσης της σχολικής ύλης, αλ- 
λά συγχρόνως µια αφετηρία για αυτενέργεια. 

Ευελπιστώ επίσης ότι θα αποτελέσει ένα πολύτιμο βοηθό για 
τους συναδέλφους μαθηματικούς αφού θα βρουν σ' αυτό ασκήσεις - 
µέσα από τις πολλές - που κατά τη δική τοὺς γνώµη πρέπει να διδά- 
Έουν στους µαθητές τους. 

Από τη θέση αυτή επιθυµώ να ευχαριστήσω όλους όσους συνέβα- 
λαν για την έκδοση αυτού του βιβλίου Ἆαι ιδιαίτερα τον συνάδελφο 
μαθηματικό κ. Νίκο Ζανταρίδη για τις χρήσιμες υποδείξεις του και 
τη συμβολή του στην διόρθωση των δοκιμίων. 


Ο συγγραφέας 
Απρίλιος 93 Θεσσαλονίκη 
Μιχάλης Καραμαύρος 


Υ. Τ. Κάθε φιλική συµβουκή η οποία θᾳ στοχεύει στην βελτίωση αυτού του πονή- 
µατος είναι ευπρόσδεκτη. 


ΟιΟ ΚΑ ΗΠΡ(ΟΟ2ΤΙΚΟΣ 


ΛΟΕΓΙΣΛΜΟΣ 


1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 


Ἱστορικά, το πρόβλημα του υπολογισμού του εμβαδού ενός επίπεδου σχήµα- 
τος, το οποίο πρώτος ο Αρχιμήδης (257 - 212 π.χ.) έκυσε στις μερικές περιπτώσεις 
του κύκλου και του παραβολικού τοµέα, ήταν η αιτία της δημιουργίας του κλάδου 
των Μαθηματικών που λέγεται Ολοκληρωτικός Λογισμός. 

Ο Αρχιμήδης υπολόγισε τέτοια εμβάδά µε µια μέθοδο που αποδίδεται σε έναν 
άλλον Ἑλληνα Μαθηματικό, τον Εύδοξο (408 - 355 π.χ.) και είναι γνωστή ως 
"Μέθοδος της εξάντλησης "'. 

Για ιστορικούς πάλι λόγους αναφέρουμε ότι για τον Αρχιμήδη ήταν δεδομένο 
ότι το εμβαδόν ἑνός επίπεδου σχήµατος υπάρχει παι η προσπάθειά του απέβλεπε 
µόνο στον υπολογισμό και όχι στον ορισμό του εμβαδού. 

Στο διάστηµα που μεσολάβησε από την Αρχαιότητα µέχρι και τις αρχές του 
[7ου αιώνα υπολογίστηκαν µε επιτυχία µε βάση τη μέθοδο της εξάντλησης τα εµ- 
βαδά πολλών σχημάτων. 

Η µεγάλη επιτυχία του ολοκληρωτικού λογισμού είναι ότι µε τη βοήθεια του 
μπορούμε να δώσουμε πλέον θεωρητικά τον ορισμό του εμβαδού ενός επίπεδου 
χωρίου, καθώς επίσης να υπολογίσουμε και άλλα μεγέθη όπως π.χ. το έργο µιας 
δύναμης, ο όγκος ενός στερεοή κ.τ.λ. 


5 Συιβολισμός Σ (σέγµα) 

Πριν προχωρήσουμε στη µελέτη µας θα υπενθυµίσουµε το σύμβολο Σ µε τη 
βοήθεια του οποίου μπορούμε να γράψουμε µε συντομία αθροίσµατα πραγµατι- 
πών αριθμών όταν το πλήθος των προσθετέων είναι µεγάλο. 


ϱ Το σύμβολο Σ ας διαβάζεται "άθροισμα των αριθμών αξ. από Κ- 1 έως 
κει 


κξγν” χαιπαριστάνειτο άθροισµααι-α)-..ς ας ὅπλαδή έχουµε: 


Μ- 


ακ-αι ασ... αν 
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Οι γνωστές ιδιότητες των πεπερασμένων αθροισµάτων 

ἢ λα, «λατ... ΚλαΞλίαι-α)τ.Ἔαι) 

1) (αι -ε βι) (α,β)... ία, --β,) Ξ (αι -- αν ο. Σ σι) (δι εβ, -. Εβρ) 
µετη χρήση του συμβόλου Σ γράφονται αντιστοίχως: 


Σω ΗΒ) Σ(α4β)- ὅαιςἆβι 


κ.α και πα] 


ϱ Σ θα) - 


και 


9 Στην ειδική περίπτωση πον έχουµε 


αιΞαλξ...Ξαν-α τόε ΣακξΣαξαφαγ..ταΞνα 
ει εσι 
Ποαρατήοησιη 
Στα επόμενα θεωρούμε γνωστά τα αθροίσµατα 


ο μὴ 


ο  -, νεν” 


ος 1224... Εν- : γίν ΕΙ) ϱν Ι) ,. νΕΝΑ 


ος.- ο .- 


9 Το άθροισµα των ν πρώτων όρων αριθμητικής προόδου (α͵) 
δες ο ος ΥΞ σα ἴδαι α(ν- Ὀω]ν 


9 Το άθροισμα των ν πρώτων όρων γεωμετρικής προόδου (α) 


Ορισµένο ολομλήρωμα : 9 


1.2 Το ορισμένο ολορλήήθωκα 


Έστω το Χλειστό διάστηµα [α, β]. Ονοµόζουμµε διαµέριση του διαστήµατος 
[α, β] κάθε πεπερασμένο σύνολο σημείων [κῃ Χρ... Χν } του [α, β] γνα το οποίο 
ισχύουν: 

απ Χο «χι «χο. «ἄν «ἂνΞβ 
και τη συμβολίζουμε µε 
Ρ,ταξ Χ,«Χι«χις..«Χς 1 «ΧΞΡβ 

Δύο διαµερίσεις Ρ,, και Ρ’, του [α, β] είναι διαφορετικές όταν Όιὰ τα σύνολα 
ο. 
(ή ακόµη, προφανώς. όταν διαφέρουν στο πλήθος τῶν στοιχείων τους). 

Με τη διαµέριση Β, του [α, β] έχουµε χωρίσει το διάστηµα {[α, β] σε ν υποδια- 
στήµατα της µορφής ὃς --[Χι. |. Χι] µε μήκος Αχ, χι -Χκ ιν Κς 1.2... ν. Τα δια- 
στήµατα ὅ,, ὅ,, ... «ὃς δεν έχουν υποχρεωτικά το ἴδιο μήκος. 

Στη µελέτη που ακολουθεί θα χρησιμοποιούμε συνήθως ὀιαµερίσεις Ῥ, µεισο- 
μήκη υποδιαστήµατα, για τα οποία ισχύει: 


Χι.... ἂν) Ἆαιν Ώ -- (Χο Χρ οιν ἂν}. ισχύει χι χι ννα κάποιο δείκτη |, 


ΑπΕκεωις β-α. ο ας 
| ὁ 

ἜἝστω τώρα µια συνάρτηση { που είναι συνεχής στο διάστηµα |α, β] και 
Ῥ,1α Χο «Χι «Χρ... «Χν ι «ΧνΞβ μια διαµέρισητου [α, ]. 

Ἐπειδή η Ε είναι συνεχής στο [α. β] είναι συνεχής και σε κάθε ένα από τα Ὁπο- 
διαστήματα. [δρΧς ι]«ΚΞ 12.3. «Ντου [α,β]. 

Συνεπώς σε κάθε υποδιάστηµα ὁ, του [ αβ ] υπάρχουν δύο τουλάχιστον σηµεία 

ες Χαν µε στα οποία η Γ παίρνει την ελάχιστη τιµή της Ἰ ει ) και τη μέγιστη τιµή της 
{μι} 


Κατόπιν αυτών 


Ονοµόάζουµε ᾗ 0 Ανώτερο ἀθροισµα της Ε στο διάστηµα {[α. β] για τη δια- 
µέριση Ρ, το άθροισμα κ 
5ν 5 Γέμι]Ακ εΠμοΑα ο. ὰ ΕμιΑκ- Σ μ)Ακ 
κοα 


9 κατώτερο άθροισµα της { στο διάστηµα [ᾳ, β] για τη 
διαµέριση Ῥ. το άθροισµα . 
δν 5 ΠειΑκ «ΠίελΑκ ο .ων Σ εν)Αδκ 5 Σ εδ 
κοα 
Με τον τρόπο αυτό ορίζουμε δύο ακολουθίες πραγματικών αριθμών: 
9 Την ακολουθία των κατωτέρων αθροισµάτων (5).νε Ν” και 


19 Ολοκληρωτικός λογισμός 


9 Την ακολουθία των ανωτέρων αθροισµάτων (5.), νΕΝ᾽. 
Τια τις ακολουθίες αυτές ισχύει: 


ὃν 1, 2, 


αφού για κάθεκΞΙ,2.....ν είναι 

Πε) δὲ ς μι) Αχ 
9. Για τις αχολουθίες αυτές ισχύει η πρόταση ποὺ ακολουθεί και της οποίας η 
απόδειξη παραλείπεται. 


Πρόταση 1 Αν η συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο [ᾳα. β] τότε οι ακο- 
λονθίες (5) και (5) συγκλίνουν στον ίδιο πραγµατικό 
αριθµό Ι., δηλαδή ισχύει: Ίϊπι ὃν - Ἰῑπι 5, 5 1, 


Παρατήρηση 


9 Αποδεικνύεται ότι η πρόταση ισχύει και για πάθε άλλη ακολουθία 
διαμερίσεων τοῦ {α, β] στις οποίες τα υποδιαστήµατα ὃς δεν είναι ισο- 


μήκη, αρκεί το µἐγιστο από τα μήκη Άχι να έχει όριο το μηδέν. όταν το 
ν τείνει στο 1ο. 


Με τη βοήθεια της παραπάνω πρότασης δίνουμε τον ορισμό. 


Οοισµός | Ονοµάζουμε ορισμένο ολοκλήρωμα της Ε στο [ᾳα, β] το κοινό 
ὁριο των αλολονθιών (5,) ναι (5). Το όριο αυτό το συµβολί- 


ζουμε 9 
/ {ίκ) ἅχ 


και διαβόζουµε " ολοκλήρωμα της ἔ από α έωςβ"'. 


Έχουμε λοιπόν την οριακή σχέση 


/ Εἰκ)άκ 5 πι ὃν - Πτα ςν Ξ Τ, 


9 Η συνάρτηση Γλέγεται ολομληρώσιµη στο [α, β]. 

9 Οι αριθμοί α και β λέγονται όρια της ολοκλήρωσης. 28) 

9 Το σύμβολο / προέρχεται από το γράµµα 5. αρχικό της λέξης 5υπηπ]α και κα 
θιερώθηκε από τον 1.ερηϊζ που το χρησιμοποίησε για πρώτη φορᾷ το 1675. 
Ο Ευετ χρησιμοποιούσετο Ελληνικό Σ. 

9 Το διάστηµα |α, βΙ λέγεται διάστηµα ολοκλήρωσης. 


Ορισμένο ολοκλήρωμα 1 


9 Άμεση συνέπεια της πρότασης { είναι ότι: 

| Κάθε συνάρτηση ἔ συνεχής στο [ᾳ. β] είναι ολοκληρώσιμη σε αυτό. 

9. Η µεγάλη πρακτική σημασία του ορισμένου ολογληρώματος βρίσχεται στο ότι 
υπάρχουν πολλές κλάσεις συναρτήσεων που είναι ολοκληρώσιµες: π.χ. οι Φράγ- 
μένες, πλιμακωτές η.τ.λ. 


Επισημαίνουμε λοιπόν ότι: 
9 Μια ολοκληρώσιµη συνάρτηση δεν είναι κατ' ανάγκη συνεχής. 


9. Τὸ ολοκλήρωμα / Εκ) ὁχ. είναι ένας πραγματικός αριθµός. που εξαρτάται 


µόνο από τη συνά [ άστ' {α, β]. Για το λόγο αυτό τα ολοκληρώ- 


ματα η 
{ [οθάκ, ἕ (Φᾳ. / Γοάν 


παριστάνουν τον ίδιο πραγµατικό αριθµό δηλαδή ισχύει: 


{ {(κ)άκ - . πθαί ας Ε(γ}ἀΥ Ξ..... 


" 
5. Το ολοκλήρωμα [ {0 ἀχ , όπως ορίστηκε, προὔποθέτει ότια «β. 


Επεπτείνουµε τον ορισμό του ολοκληρώματος Ἆαι στην περίπτωση που είναι αξβ 
ως εξής: 


Αν αΞ β, τύτε ᾖ Εα)άκ -Ξ0 
α 


Αν α24β, τότε εκλάχ -- /{Γ αθας 


9 Το άθροισµα ΕΙΘεΙΙΑΠΗ για µια συνάρτηση ἓ. 
Έστω µια συνάρτηση ἴ ορισμένη στο {[α. β]., µια διαµέριση 


9 


Ρν:αΞχο«χις... «νι «χνΞβ µε Δκ-κκ-χιισρ  α κ-τ2. ον Ν 
ν 


«Ἑν οποιαδήποτε σηµεία του [α. β! µεχι | σεξ σκι, ΚΞΙ, 2.3....Ν 


δε ἓ 
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Ονομάξουµε ᾗ άθροισµα Εἰειπαππ της Ε στο [α, β], το άθροισμα 
ΕνΞΕ (Ε1)Ακ! (ΈλλΑΧα -- εἰ (Εν Αχ ΞΣ Τ(ξνΑκ 
κτα 


9 Το σύνολο /ξ οετἙν] µεχι εξ σΧι, ΚΞ Ι,2,ιωνν ονομάζεται σύνολο 


ενδιάµεσων σημείων τῆς διαµέρισης Ρ.. 
Τια µια συνάρτηση Γ που είναι συνεχής στο διάστηµα |α] προφανώς ισχύουν 
Πε) ςἴ(ξι) τς ἴμι) Κ-Ι,2,...,ν οπότεεπειδή Ακ20 


Κε)Δκς ΚΕλΑχς μι) ΚΞΊ,2,.Ν 


άρα θα έχουµε: ὅ; Ε{ελακ «ΣΕΓΑΣ Γ(μι)Αχ 
ή τσι κι 


γ 


δηλαδή: 


Είναι γνωστό όµως (πρόταση 1) 
ότι οἳ ακολουθίες 5, και, έχουν 
ποινό ὁριο τον πραγματικό αριθµό. 


ο {άχ 


συνεπώς θα είναι και ΗΙΠΠ ἘνΞ ια [)ὰκ . Έχουμε δηλαδή την πρόταση: 


Πρόταση Για µια συνάρτηση Ε που είναι συνεχής στο [ᾳ, β] ισχύει: 


Ίἶπι Ἐν Ξ 4 Ε(χ)άχ 


Ἠαρατηοσίσεις 
5 Το ορισμένο ολοκλήρωμα της { απὀ το α έως το β ονομάζεται και 
ολοκλήρωμα Βἰεπιαππ της Τ στο διάστηµα [α. β] η δε συνάρτηση  λέ- 
γεται και ολοκληρώσιµη κατά ΚΙεππαππ στο [α. β]. 
9 Από τα όσα προαναφέραμε. Ὑίνεται φανερό ότι για µια συνεχή σι- 
νάρτηση [το ὡς 
Ηπι Εν-- πι Σ [ΕΑχ. 
τὸ. σοκοι 


είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των σημείων ἕι, Ἑ,,..., ἓν σε κάθε 


διαµέριση Ρ.. 

Για τον λόγο αυτό όταν θέλουμε να βρούμε το ολοκλήρωμα µιας σὺ- 
νάρτησης στο διάστηµα [α. β] εκλέγουµε τον τρόπο διαµέρισης και τα 
σηµεία Ἑ, έτσι ὥστε να είναι πρακτικά εύκολος ο υπολογισμός του ορί- 


ου. πι Σ [Έλν 


νο] 


Εφαρμογές 13 


9 Ας δούµε τώρα τη διαδικασία που ακολουθούμε για τον υπολογισμό του ολο- 
πληρώματος Εἰεπιαππ µιας συνεχούς συνάρτησης { στο διάστηµα [α, β]. 


Πρόβλημα . 
Έστω συνάρτηση ἵ συνεχής στο ία, β|. Ζητείται ο υπολογισμός του /{ Ε(κ)άχ 


ΑΥΣΗ 
Βήμα Ίο 
Χωρίζουμε το διάστηµα [α, β] σε ισοµήκη υποδιαστήµατα για τα οποία ισχύει: 


Δχ-χι χι ὃ-ᾱ ΕΞ 23 9 Ν 


ν 


Βήμα 70 
Ἐπιλέγουμε ως Ἑι αυνήθως τα άχρα των ὑποδιαστημάτων [χι |, Χκ]. Έτσι αν 
επιλέγουμε ὡς Ἑι τα δεξιά άκρα έχουµε: 


β-α 


Ἐκξα-κκ ΚΞΙ,2,3....ν απότε 


ή Εκλάκ -- πι [κ.κ τανκ ὠ 
. νοκ ν ντι 


Στην περίπτωση που θα επιλέξουμε ὡς ἕ, τα αριστερά άκρα των υποδιαστηµά- 
των έχουµε: 
Έκπακά- 0, ΚςΙ2 δν 
ν 


και νσχύει αντίστοιχος τύπος όπως ο τύπος (!). 


ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 


Ἐφαρμογή ἆ. 


Να αποδειχθεί ότι ὦ εκ Ξ «(β - α). 


ΛΥΣΗ 
ἢ Ανα -Λ,π ισότητα είναι προφανής. 
Η) Αν α «β, τότε επειδή η [αλ Ξς εἶναι συνεχής στο [α. βΙ, σύµφωνα µετην πρό- 
ταση (2) παιτο προηγούμενο πρόβλημα έχουµε: 


ο Ππ]θτα δς 


πιο Ὑ' κ 


ὂ ον 
/ εχΧΞ { ἠκδάχ Ξ Ἱίπι [ Σ (Ελ 
ν ΤΕ μοι 
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- παν ὅσα, 


νο] γ 


ΜΗ) Αν αλβ, τό] ακ-- /; αἰκ--εα -β5εβ-α) 


Ειδικότερα αν - 0, τότε ης θάχ-ο. 


Εφαρμογή 2 
με 
Να αποδειχθεί ότι " χάχ - κ .. 


ΛΥΣΗ 
ϐ ΑνηαΞβ πισότητα είναι προφανής. 
Η) Ανα «ᾖ τότε επειδή η συνάρτηση {() Ξ κ είναι συνεχής στο [α, β] σύµφωνα µε 
τον τύπο (1) έχουµε: 


πλαν τν 
Ξ ων βεᾶ Σ η 
αγ; ν΄ τι πι 
-- β-α [δα ο... .) Ξ(β-ααξ Φ-ω), β-αξ 
γη ν ν 2 όλ 2 


2 β2 με. 
Π) Αν τὸ ια νά 4 - ]. Ε 
11) Αν αλβ, τότε | χάχ Γκ θα 5 


Εφαρμογή 3 


Να αποδειχθεί ότι ἔ 2χάκ - β2 - αἲ. 


ΑΥΣΗ 
ϐ Αν αΞξβη ισότητα είναι προφανής. 
Η) Αν α «β.τότε ετειδή η συνάρτηση {{α) - 2χ είναι συνεχής στο [α. β] σύµφωνα 
µετον τύπο (1) έχουµε: 
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- η] [β Έα Ώνα 32 


β-α νο) 
ν 


ὃς Ξ2(β- αἲα -- (β - α) Ξ β; - αξ 


1) Αν α» β τότε: ηλ ο 2κάχ -- (α) -β)) -β) - αἲ 


Εφαρμογή 4 


ὃ 
Να αποδειχθεί ότι ζ χλάκ - . ασε 1. 


ΛΥΣΗ 
ἢ Αν αΞ0 ηπισότητα είναι προφανής, 


18) Αν α 2 0, τότε επειδή η συνάρτηση ἴ(α) Ξ χ’ είναι συνεχής στο [0. α] σύµφωνα 
µετον τύπο (1) έχουμε: 


ια χξᾶκ -- 1τη να δήμα 5 Σι - 


νο. και 


ο δν ο Ἠπι - νυν ης 
νε γὸ πο ση γὶ 6 μ αν 


Η]) Αναςθ., τότε ας χὰχ. 


Είναι ιὰ κλάκξ Ἰάπι τα Σ Σ [[α- ε.- 


ν Υ κι 


Ἐπομένως 


ώ 3 8 
{ νας. ᾗ κονς εκ 


3 


Εφαρμογή 5 

Έστω µια συνεχής συνάρτηση [ στο διάστηµα [α. Ρ} µε την ιδιότητα: Για κά- 
θε υποδιάστηµα (κ΄. κ”) ς [α, Β] υπάρχει ένα τουλάχιστον ἒείχ΄, κ µε 
{(ξ) Ξ 2ξ. Αποδείξτε ότι 


5 
{ {(κ)άςκ - ϱ- αἲ 


ΛΥΣΗ 
Έστω, τα ξ Χο «χι «Χ,... «ἄν ι «ΧνΞ Ό µια διαµέριση του [α, ΡΙ. Τότε για 
κάθε υποδιάστηµα {χε χε]. ΚξΙι 2ν ων  Υ. υπάρχει ένα τουλάχιστον 


Ἐκ ε (κε. ῃ ἅν) τέτοιο ώστε να ισχύει {ξι)Ξ 2ξ,. ΚΞ 1,2... Υ. 
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Η ακολουθία Κἰεπιαππ είναι τότε; 


Εις Σ Εάν Ανι Σ ναι Χκ.τ) ) 


και 


Θεωρούμε τη συνάρτηση δρ, Ξ2χΧ η οποία είναι συνεχής στο [α. β]. Για την πα- 
ραπάνω διαµέριση Ρ, του [α. βΙ και για την ίδια επιλογή των ἕι έχουµε: 


{ εκλάκ -- Πτι ντ ε(ξκλΑκ, - πι δ 2ξκ(Χ,-χι |) 
ο. ὁλθχοι 


Συνεπώς από την (1) έχουμε : ια βάχ Ξ Ιἶπι ΕνΞ ὰ ἠ(κάκ 


Ἐίναι γνωστό όμως ότι β Σοάκ- ο) -ᾱὖ (εφαρμογή 3) 


5 
Άρα /{ Γάκ Ξ 2 -α-. 


Εφαρμογή 6 

Ἔστω συνάρτηση ἔ συνεχής στο [α, Β] µε την ιδιότητα: Σε κάθε υποδιάστηµα 
(αὶς χ”) τον [α. Ρ] υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο Ἐε (κ’, χ”) τέτοιο ώστε να 
ισχύει {(Ξ) --λ. όπου ἃ σταθερός πραγματικός. Να αποδειχθεί ότι 


ἵ 
{ Ε(κ)άκ Ξ λ(β - α) 


ΑΥΣΗ 
Χωρίζουμε το διάστηµα [α, 9] σε ισοµήκη υποδιαστήµατα [χι |- Χκ] Ύνα τα 
οποία νσχύει; 
α 


πα Κ- 1,2, -.ι-. γ 


Σύμφωνα µε την υπόθεση σε κάθε διάστηµα [χι. αι. |. υπάρχει Ἐν ε (κ; Χ) µε 

ΠΕ Ξλ 

Έχουμε τώρα / Εκλὰχ -- Επι | δν ᾱν Σ (δν - 
. κοὶ 


ατομα ν 


ἵν-α ὃν} ση αν ἂν Ξ λ(ῦ - α) 


Εφαρμογή 7 
Έστω η συνάρτηση Εία) Ξ συνχ. Να αποδείξετε ότι 
Ὁ 


/ συνχάχ Ξ ημῦ - ηµα (ἷα, νἱ ς 18) 
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ΛΥΣΗ 

Έστω, τα Ξ Χρ «χι Χρς... «ἄν | «Χνς Ὁ μιά διαµέριση του [α. Ρ] µε την 

οποία χωρίζουμε το διάστηµα αυτό σε ν ίσα υποδιαστήµοτα της µορφής 
ὃκ- έχει. χ μήκους Αχς οσα 

ν 

ἘΕπιλέγουμε ως Ἑι τα δεξιά άκρα αυτών των διαστημάτων. Θεωρούμε τη συνάρ- 
τηση ϱ(κ) - ημχ. Η συνάρτηση Ε είναι συνεχής και παραγωγίσιµη σε χάθε διάστη- 
μα [κε  ἅν] άρα σύµφωνα µε το θεώρημα τῆς μέσης τιμής του διαφορικού λογι- 
σμού θα έχσυµε: 

Σ(ὰκ) - ΕίΧκ-ι 
Χκ- Χκ-ι 

{ ἡμαι -ημαι  -Αχ-συνθ,, ΚΞΙ,2,3.. 

Ἡ ακολουθία ΚἸεπιαπη για την Ε είναι: 


Ξ/Θι) όπου Θκε (Χκ.! - χε) 
ν Ωω 


Ενς Σ, συνἒκΑχ - Σ [συνθκ α (συνξκ - συνθρ] Αχ - 


και ση 
55 συνθς Αχ -- Σ, (συνἒν - συνθι) Αχ 0) 
έσι ἔτι 


ο 
Είναι 2, συνθκ Αχ -συνθι Αχ -- συνθ; Αχ γ--- -- συνθκ Αχ και λόγω της (1) είναι 
χτι 


Σ; συνθκ Αχ Ξ{ημχι - Ίμχο) 4- (ημχ2 - ημχι) ἡ---- -- (ημΧν - ημανι) Ξ 


εει 
ΞΏμΧν -ΊμΧοΞ ημῦ -ημα (3) 


Σύμφωνα µε το θεώρηµα μέσης τιµής του διαφορικού λογισμού για τη συνάρτη- 
ση [0 Ξ συνκ σεχάθε υποδιάστηµα [θ,, Σι] Κ:- 1,2. τς γ. 


{Είναι ϐ, «Ἑι Υιατί έχουµε επιλέξει Ἐι δεξιό άκρο τῶν διαστημάτων [χι χι] 
καιθιε (χε ϱΧν)). Θα έχουµε: 
Κεν - ἴθ 
Ἐκ - θκ 


ή, συν -συνθς- -(ξ, -θ,) πμῖς αι 


ΞΓ’(4) ότου τε (θε, Ἐν), ΚΞ Ι,2,..ν 


συνεπώς Ισυνᾶι - συνθε]--| ἂν -θε[[ημιι]«[ὅν θε] «δε. σσ. 


Έχουμε τώρα Σ, (συνξκ - συνθι) Ακ ς Σ' συνᾶκ- συνθκ! Αχ ἠ 
εξι 


κει 


(σινᾶν- συνθὴ δκ «Ἠ-α. Σ Ακ- ΤΡ: να Σ πο 
Π ν ν 


κ. ν΄ τι Υ. κει ν ν 
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οταν 
χαιεπειδή Επι τ---- Ξ0. θα είναι και 
ἀα 
ἥπι Σ (συνξι - συνθι ΔΧΞΟ 6) 


καὶ 


Ἡ ακολουθία Εἰεπιαππ από την (3) γράφεται 


νΞ Ίμῦ -ημα 4- Σ, (συνΈκ - συνθι) Αχ αι λόγω της (4) έχουμε 
ο. 


Ππι Εν- ημῦ -ημα ἁρα ἅ συνχάχ - πμῦ - μα. 


παρατήρησα 


Με όμοιο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε ότι: 


Γ ημχάχ Ξ συνα - συνΏ. 


Εφαρμογή 8 
α 
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα { ημχάκ αν είναι γνωστό ότι 
ο. 
ημα 4 ηµμ2α «-...Ε ἡημίνα) Ξ 
α 
πμ. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση Γκ) Ξ ημχ είναι συνεχής στο διάστηµα [0. π]. Ἑστω Β, µια διαµέ- 
ῥιση του [0, π] σεν ισοµήκη διαστήματα της µορφής [κι |, Χε], ΚΞ ἵ, δω ν µε 
Χρ και κ, Ἔπ. 
ς α οικν π-ο π πα 
Το μήκος των διαστημάτων αιτών είναι - -Ξ'- καιαν επιλέξουμε ως Ἐκ τὰ 
ν ν 


δεξιά άκρα έχουµε: ἙκΞ Κ αν Έχουμε λοιπόν 
ν 
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καιεπειδή  Ἱπι ημῃ' π]-ημᾶ «1 
Ἱ] ΗΝ σν Γ. 
πμ 
παι Ηπι ν 1 θα είναι [πι Εν-2 
τα νο 
2ν 


Εφαρμογή 5 


» 
Να αποδείξετε ότι { εἶάχ-εὃ-ε. . αςυ. 


ΑΥΣΗ 
1ος τρόπος 
Η συνάρτηση ἴ(κ)- ε) είναι συνεχής Ἆαι παραγωγίσιµη στο [α, Ὁ]. 
Έστω Βία ΞΧ,«Χι«Χ)ς.. «ΧΙ «χνΞ Ὁ µια διαµέριση του [α. Ρ] σε ίσα 
υποδιαστήµατα τῆς µορφής [ὰ, |. Χι] ΚΞ Ι:2..Ν μήκους Αχ- Όυ-α ο 
ν 
Επιλέγουμε ὡς ξ, τα δεξιά άχρα των υποδιαστηµάτων. 
Ἡ ακολουθία Εἰεππαπῃ είναι: 
Εν Σ Εξι)Αδχ- Σ εξ Αχ 
δπι χι 
Ἡ συνάρτηση 1) - εἲ είναι παραγωγίσιµη σε κάθε υποδιάστηµα ἴκι | Χκ], 
ΚΞΙ,2...,ν άρα σύµφωνα µε το θεώρημα μέσης τιµής του διαφορικού λογισμού 
σε καθένα υποδιάστηµα θα ισχύει: 
ἴαι) - ἴχκ ο) 
Χκ-Χκ-Ἰ 
ἡ ἐν οὗ εεΑχ, κ: 2... 4) 
Η αχολουθία κν γράφεται: 


ΞΕ΄(α) όπου α ε(Χκ.ι. χι) 


Εν- Σε.-ε [5 Ξ εἳ)] ΔχΞ Σ ενλκ «Σε - 9) Αχ 


κι κει κει 
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Λόγω τῆς (1) είναι : 


ν ϱ 
Σ ελκ-- Σ (εἩ -εΝ-!) --(εἳ -εἲ)-ε (ο --εὔ)-ε... «(66 - εὔ-ι) - εδ - εὖ 
η ἵν 


Ἐφαρμόζοντας πάλι το θεώρημα μέσης τιμής για τη συνάρτηση [(χ) Ξ εἳ σε κάθε 
υποδιάστηµα |ς,, Ἐν] θα έχουµε: 


εἴν-εα- 


-α)εΧ όπου πεία,ξ), ΚΞΙν2 ον 
εἩ Ξ|ἒι-α| εἩς|ἔκ-α. εὓς Δχεῦ Φ 
{πια [α- κα [χκ.ιι κκ] και ἵκ«ὺ } 

Συνεπώς λόγω της (3) έχουµε: 


Ἐίναι : | 


ν 
Ακ Σ (οἳ - επ) 
επ 


«ΑΧ 2 ελχ- Αχ: Αχ: Σ εὓ- 
χει η 


ο νο ο ως 
.. κά ν 
καιεπειδή πι Ὁ-ᾱ.. ϱὐ- 0 θᾳ έχουµε Ιίπι Αχ Σ {ες --)-0, 
ιΨ ο ον 


Ἑπομένως η ακολουθία ΚΙεππαηη θα έχει όριο: 


Ηπι Κν- εὃ -εὔ γαιάρα ἅ. εώχξεῦ- ει. 
2ος τρόπος 
Θεωρούμε τη διαµέριση Ρ, του [α, β] η οποία το χωρίζει σε ν υποδιαστήµατα 


μήκους Αχ -Ὁτἅ καιεπιλέουμεξκ-α» κος, κ 


51. 3) ον» 
η. 


Ἡ ακολουθία Εἰεπιαπη είναι: 


ο ο ο ο ο ου. 
νο κει Ν΄ κει νο χει .. κει 


α 


ν- Ὁ-ᾱ ϱα(οκ ο. αν εν) ες εδ. (1 ος εν --., εν 19) ή 
ιό 


1.5 εα ολ (οὰς. 1) ΔΝ. [δκ-»5] 
εν! ν 


Είναι ν.Δχξύ-α, πι Αχ-- Ππι Έα οῃ οπότε πι εἲ -- 1 


νο ν 


Ηπῃ ἙνΞ εἴ (εῦ-α- ) «ος [ εκ. 
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1.3 Η έννοια του εµιβαδού επέπεδοι χωρέου 


Όπως είπαµε και στην εισαγωγή µετη βοήθεια τοῦ ορισμένου ολοκληρώματος 
μπορούμε να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου (Α), που περικλείεται από τη Υρα- 
φική παράσταση µιας συνεχούς συνάρτησης [.,τις ευθείες χ-α, Χ- ῦ πάι τον ἄξο- 
να χ΄χΩγχ.Ι γραμμοσκιασμένο χωρίο) 

Θεωρούμε λοιπόν µια συνεχή συνάρτηση 
Γστο [α, ϐ] για την οποία ισχύει Ες) 2θγια 
κάθε χε[α, Ρ]. 

Σε κάθε διαµέριση 
Ρας Χο οΧις «ἄν ι«ΣνΞΌ του [α, 0ἱ 
μπορούμε να αντιστοιχίσουµε ένα εσωτερι- 
κὀ πολύγωνο Π’, και ένα εξωτερικό πολή- 


Ίγωνο Ἡ,.(Σχήμ. 1) (σχήμ. 1) 
Το Π΄, αποτελείται από τα ορθογώνια µε βάσεις ΔχΞ και -Χ..ι και ύψη ει). 


Ἐπομένως το εμβαδόν του είναι: 
δν [ίει) Αχ [(ε) Ακ... Ες) Ακ δηλαδή 


το κατώτερο άθροισµα της Γστο [α͵ Β] γνα τη διαµέριση ν.. 
Ανάλογα.το εμβαδόν του Π, είναι 
δν ἵμι) Αχ μ;) Ακ 3. μι) Αχ ὁπλαδή 
το ἀνώτερο άθροισμα της στο [α. Ρ] Ἱιατη διαµέριση Ρ.. 
Επειδή η συνάρτηση { ως συνεχής. είναι ολοκληρώσιμη στο [α. Ὁ] υπάρχουν 
τα ορια 


Ηπῃ ον και Ἠπῃ δν 


και είναι ίσα µε το ολοκλήρωμα Γ ἠκλάχ. 


Ορίζουµε λουτόν ως ᾗ Εμβαδόν του χωρίου Α το κοινό όριο των ακολουθιών (5) 
και (δ,) δηλαδή το ορισμένο ολοκλήρωμα 


ζ Εχ)λάχ 


ἤαρατήρτσι 
5 Όταν υπολογίζουμε τα εµβαδά επίτεδων χωρίων οι διαιρέσεις των. 
αξόνων εκφράζουν μήκος. 
9 Το εμβαδόν του χωρίου στην περίπτωση που δεν ισχύει Π) 20 θα 
μελετηθεί αργότερα. 
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Εφαρμογή 10 


Να υπολογιστούν τα εµβαδά Ε(Α). Ε(Β), Ε(Γ), ΕίΔ) των χωρίων Α. Β, ΓΑ 
(δχ. 1, 2, 3, 4) 


σχήμα 5) (σχήμα 4) 


ΛΥΣΗ 
ὁ) Η συνάρτηση {χ) Ξ χ είναι συνεχής χαι µη αρνητική στο [0, αἱ οπότε έχουµε: 


ΕΑ)Ξ { χόχ. 


που συμφωνεί µε τον τύπο του εμβαδού ορθογωνίου τριγώνου (το χωρίο Α είναι 
ισοσκελές και ορθογώνιο τρίγωνο γιατί η εὐθεία ν - χΧ είναι διχοτόµος της 


γωνίας κον 1. 


1) Ἡ {κ) -χ εἶναι πάλι συνεχής και θετική στο [α. Ρ] οπότε έχουµε: 


1 -α) (ο--α) 
2 


. ν 
εῶ-/{ ο χάχ- : ϱ)-ὦ 
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που συμφωνεί µετον γωνστό τύπο του εμβαδού τραπεζίου. 
(Το τραπέζιο Ὦ έχει βάση µεγάλη Ὁ βάση µικρή α και ύψος ϱ- α αφού η ευθεία 


Υςκ διχοτοµεί τη γωνία κον }. 


Π8) Ἡ συνάρτηση {(3) «2 είναι συνεχής παι µη ἀρνητική στο [0. α] οπότε έχουµε : 


πας 
Ε(ΩΞ ὄ Γ)άΧΞ ᾷ ο 


ἐν) Ἡ συνάρτηση {(χ)Ξς εἶναι θετική και συνεχής στο [α, δ] οπότε έχουµε: 


ΕΞ [. ἰθὰκ { ὠκ-ερ-α) 


που συμφωνεί µε το γνωστό τύτο του εμβαδού ορθογωνίου. 
1.4 Ιδιότητες του ολοκληρώµεατος 


Όταν οι συναρτήσεις Τ.Ε είναι συνεχείς στο ὁιάστημα [α, Ρ], τότε και οι συ- 
ναρτήσεις 


Ε45, 1, (λε Ε), Η . μες (εως ϱ, χεία, οἱ } γαι γη ( Ξ0, χε[α, υ] ) 


είναι συνεχείςς στο [α, ὃ ]. 

Ἐπομένως εἶναι ολοκληρώσιµες στο [ᾳ. Ρ], 

Ἐϊδικότερα ισχύουν οἱ επόμενες ιδιότητες πον διευκολύνουν τον υπολογισμό 
ολοκληρωμάτων. 


Τραμμικότητα του ολομληρώµατος. 


Πρόταση 1 Αν Ε, ᾳ είναι συνεχείς στο [α, Ρ] και λ. µε ΙΕ, τότε ισχύ- 


συν 
Ό . (2 ος µε(β) ἀκ -- { Πακ αμ / Είκθόκ 


Γι ἔ λΗσάχ -λ ι τκάκ 


Απόδειξη 
Β ΑΝ Ρ, είναι µια διαµέριση του [α, Ὁ] και {ξι, Ἑν-ς Ἐν) είναι ένα σύνολο ενδιά- 


µέσων σημείων αυτής, τότε από τις ισότητες 
ος μβἕ) Ξλςξ) με ξ)), Κς 1,2. ον ν 
παίρνουμε : 
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Σ 49 με) Ακ Σ (ΑΕ) Ακ ον με (9 δν) - 
15 ΓΕ) ΔχμΣ Ε(ξεΑκ ο) 


Επειδή οι συναρτήσεις ἴ, 6 εἶναι ολομληρώσιµες υτάρχοὺν τά όρια των αθροι- 
σµάτων (1) και ιοχύει: 


Σ θγκμκθ)ὰς [ελ μν. ε Γθλλννμη κ] 


που (σύµφωνα µε την πρόταση 2 της παραγράφου 1.2) σημαίνει ότι : 


πι 


9 

/ «ΙΕ μεθ) κ -λ. 4 ρράχαμ ο εθὰχ 
148) Προκύπτει σπότην () γιαμΞ0. 
Παρατήρηση 


Αν οι συναρτήσεις ἓ 


ον εν τν. Εἶναι συνεχείς στο διάστηµα Τα. Β] και 


λες, ΚΞ 1.2... ν τότε επαγωγικά έχουµε: 


{ [δι ΠΟ) ας λο Ε) αΕ .., Ἔ ἂν άκ)] ἄχ Ξ 


5 
Ξλι / Πκ)ὰχ - λο { (δα ----- λν { Ακλάκ. 


Πρόταση 2 ή Αν µια συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο διάστηµα Α γαι 
α,β.Υ ΕΑ τότε ισχύει 


Γοω-[ ἀωακν | αθας 


Ἡ απόδειξη παραλείπεται. 


ἤοαρατηθρήσεις 


ϱ. Η ποοπγούµενη ισότητα εἰἷ- 
γαι γωνστή ὡς σχέση (Πα5]ες 
στά ολοκληρώματα. Το δι- 
πλανό σχήµα δείχνει γεωµε- 
τρικά τη σχέση «Πα9]ε5. 

9 Αν η συνάρτηση Ἰ είναι 
συνεχής στο [α. β] γαι 


Ύμ ὃοε τς ἓν εἶναι οποιαδήποτε 


ὰ 


σηµεία του [α, β] τότε επαγω- 
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γικά έχουµε: 


. « 
κ ΓάΧ Ἡ ἠλάκ --.- « } πα 


5 ΝΜεονοτονία του ολοκληρώματος 


Πρόταση 3 Για δύο συναρτήσεις Ε, Φ συνεχείς στο διάστηµα [α, β] 
ισχύουν: 
1) Αν για κάθε χε[α, β] είναι ἄχ)20 τότε 


μ -Ὁ 


11) Αν για κάθε χε[α, β] είναι ΓΧ) ςα(χ) τότε 


ζ Αχ]άκς . αίκάχ. 


Απόδειξη 
Ὁ Για κάθε διαµέριση Ρν του [α. β] και κάθε σ' 
Ἐν] είναι Αχ 20 χαι [ξ)20,ΚΞ 1,2 


λο ενδιάμεσων σημείων αυτής 
ν, Έτσι έχουµε: 


ΣΕ) Δκ20 


οπότε και / ἑαλάκ 5 πι Σ Εξ) δν) 30 


141) Επειδή 0) -Εχ)Σθαπότηνί Ἡ προκύπτει : 
ς [ε) - [0] ἄχΞ { ε(άχ ”ὴ κλάκ ή 


8 Ἐπειδή για κάθε χεία. β] ισχύουν οι ανισότητες, 
Ιω) Ις ΙΟ ς ΤΙ) 1 και οι συναρτήσεις ΠΧ) και Ι(κ)! είναι ολοκληρώσιµες, 
σύμφωνα µε την (3) έχουµε: 


η ον Ἶ 
κἲ. [ο αι {ρθὰχ. «{ Ην) ὁχ 
ς η Πο | ἀκ 


ἴ ιοοΙκς εροάν. 


που σηµαίνει ότι: | ἔὰ [Ηχὴ ὁχ 
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Ποαρατήρτση 
Ἴ 
Όταν εμφανίζονται ολοκληρώματα της µορφής /{ ἰᾷδὰς µεχι2Σ, 
κι 7 


οι ανισότητες της πρότασης (3) δεν ισχύουν ὡς έχουν. Ισχύουν εφ όσον 


διατυπωθούν κατάλληλα µε χρήση της γνωστής ισότητας 


ο η 
ἡ ΕαάΧχ -- ιΑ {ροάχ 
αι κ 


3 Θεώρημα μέσης τιµιής του ολοκληρωτικού 
λογεσμού 


Θεώρημα Αν µια συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο [α, β] τότε: 
1) Ὑπάρχουν τη, Μ ΕΙΒ τέτοια ώστε 


σαι Κὐάχς Μβ-α) 


1) Ὑπάρχει ένα τουλάχιστον Ἑεῖα, β] τέτοιο ώστε 


ι 
{ α(κ)ἀκ - ΠΕ) (β -α) 


Απόδειξη 
ἢ Ανπι, Μ εἶναι η εκάχιστη και η μέγιστη τιµή της ἔ στο διάστηµα [α. β] . τότε ἵνα 
κάθε χε[α. β] ισχύουν πι κ) ς Μ. Ἐποιένως σύμφφνα µε την πρόταση 3 
έχουμε. 


ρ ϕ τη ν 
/ πιάκ «{ Εκλάκ { Μάκ ἡ πῷ-ως[ Κχχς ΜΦ -α) 


1) Επειδή α «ῇ η ϱϐ) γράφεται: 


ες η Γρθάχς Μ 
ανα 


ΦΑνπι-- Μ. τότε π ιὴ Γζωὰκ -- ἴ(χε) Ξ ἴςιι) 
τα τὰ 


(ότου χο µ και [ίμ) 5 Μ) οπότε Έξχι ή Ἑξ χι 
49 Αν πι» Μ, τότεεπειδή η συνάρτηση [είναι συνεχής στο {α. β] και ὁ αριθµός 


ῇ 
αοῖες { Ηχ)άχ βρίσκεται μεταξύ της ελάχιστης και μέγιστης τιμής της {, σύμ - 


β-α 
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φωνα µετο θεώρημα της ενδιόµεσης τιµής, στάρχει Ἑε[α, β] τέτοιο ώστε: 


Ρ)Ξ πατι τη Γκλὰχ ἡ ἆ Εχλάχ Ξ Κξ) (ῇ -α) 


Σηµείωση: Θα αποδείξουμε µε ἄλλο τρόπο στα επόµενα ὅτι ξε (α:9) και µπορεί να υπὰρ- 
χει και Ἑ΄εἙ με την παραπάνω ιδιότητα. 


ΣΕ Ε«ΟΝΜΕΕΓΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ 
Έστῳ η συνεχής συνάρτηση Εγια την οποία ισχύει [(κ) Σ0για κάθε χε[α, β]. 
Είναν γνωστό ότι το ολονλήρωµα ον Ελάκ εκφρέζειτο εμβαδὀν του χωρίουπου 


ορίζει η γραφική παράσταση της [. οι ευθείεςχκ-α,χςβ και ο άξονας χ΄ κ. 
Σύμφωνα µετο θεώρηµα της μέσης τιµής υπάρχει Ἑεία, β) τέτοιο ώστε: 


Δ 
/ Γοάκ Ξ{β - ο) 8) 


Το εμβαδόν του ορθογωνίου αδΓᾷ 
είναι (β - α) 5) (σχ. 1). 

Συνεπώς υπάρχει ξεία, β) τέτοιο 
ώστε το εμβαδόν του χωρίου που 
περιχλείεται από την (0) «τον άξονα 
χ΄χκχαιτις εὐθεες κα παικΞβ 
να είναι ίσο µε το εμβαδόν του 
ορθογωνίου που έχει ῥάση (ῇ - α) 
και ὄψος (3). 


(σχ. Ὁ) 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 


Ἐφαρμογή α. 
Με βάση τις ιδιότητες να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 


ἤ 1 
ο (3κ2 - 2ὰ -- 3) ἂκ ωι «2χὴ ακ 
Ἱ : 
πο (ος - κὲ ος 1) ἂκ ο (2ημὰς συν 2κ) ἀχ 
η ο 
ΑΥΣΗ 
Ώ Είναι 
η: Ακή- ο. .. Δὰκ - 
-4 21. ν1-0- 


3 


28 Ολοκληρωτικός λογισμός 


Π) Είναι ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
' ' Ἡ { ς 
{ ου. .{ ο. { 32 κ. Ῥλρμε ότι 
ο κ] ο χει ο... πι ειάκ-ᾱε(β οὐ 
δα ' 
{26ος [αασα-ο-3 ᾿ 
ο κ 9 πι κἁκ- 
114) Είναι. ῶ 4 
' Ἱ ἳ Ἱ ./ χλάχ -ᾱ 
{ θε κακ-2{ ο κ. : 3 
ο ο ο ο " 
Ξ εδ - 
Ξ2/εἱ - εν] - Γειά 52.- 4 .”/ ώς εν ιμεἩ 
Εφαρμογή 2 
Για ποιες τιµές του α ισχύουν οι ισότητες: 
α 2. « 
9 Αχλὰκ - 64 Π) { («κ 1)άκ- .- πυ / χάκ- 0 
ΛΥΣΗ 
Έχουμε: 
π] ευ Ξ τα χάχ- ᾱ-- -α). Άρα α-Ξ 64 και συνεπώς α - 4. 


κάν ᾗ-. κ {5 4αἳ- βαν ο αξ ον τρα- (α)ς ὀσ κα 


Άρα ο ο αθα--ᾱ- ή α.-2ᾳ-325- 0 από την οποία έχουμε «Ξ-3 ἠαξ] 


1) ας α 


ϐ συνεπώς η σχέση 113) ισχύει για κάθε αΕΙΕ. 


Εφαρμογή 3 
Όταν Ρ(α) Ξ Αχ « Β αποδείξτε ότι 


π [ νῶαν Ξω- ωρς”) 1 ρα - οπή Ρ(0 αι 


ΑΥΣΗ 
Είναι: 
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ο ος ΝΑ 
ν 6 ω. : 
υ [Γρῶύκς {Γκ νΕνάκσα [κκ ς { Βἐκ- Αὖ οσο ἀ 


τφτωρ” 5) 


« « ει 
4) πω] Ρθάι--ἰ- Αι κβά-- ᾗ βαν α Αα. τά Ξ 
2 οκ 2 τι 2 νι νι 


α βία ευ-α- κ αἷας]-α-υ]- 
Ἡ 4 


Ξ-ἶ ϱΒ «2Αχ)- Αχ Β- ΡΟ) 
2 


Εφαρμογή 4 


ακ|κ- 1 
2 


Δίνεται η συνάρτηση ἴ(κ) - 4 βχ2 εἰ. Αν είναι Ε(2)Ξ 9 


3 
μαι Γὅα -3β) ἀκ - 12. να υπολογιστούν οι πραγματικοί αριθμοί 


α καιβ. 


ΛΥΣΗ 
1ιαΧ2 1 εἶναι |κ- Ι[ςςκ- ἶ άρα στο διάστηµα [2. 3] έχουµε: 


α 


Πο) -ᾱ ΕβΧΣΦ1Ι µε Ες κ2βχ 
Χτι [ . 


Ῥ χο 1 
άρα ἕωτον 8 Ωω 
α 
Είναι ακόµη: { θα- 3β) ἀχ -- ᾷα- 2β)03-2)- 24-34 ϐὢ) 
Απόττις (1) και (2) έχουμε το σύστημα. 
4 
[ας τ59 [α » 968: 8] 
ἦ 
Ι 2α -3β 5 12 Ίλα -3β-- ι2 


από το οποίο 


παίρνουµεα-θ, 0-2. 


30 κ Ολοκληρωτικός λογισμός, 


Εφαρμογή 5 Ἡ 
Να αποδειχθείότ; 1 - Γι κ Ιάχ ες (81β1- αα)). α«β. 


ΑΥΣΗ 
Διακρίνουμετις περιπτώσεις. 
1ο. α «βς0. Τότε στο διάστηµα [α, β] είναι ΙχΙΞ -χ και το ολοκλήρωμα γράφε- 


ται. ο ρ 
ο το βταα)- 


5 3 β-α α) γιατί [β--β, ταἱ- -α. 


20. ας 0 «β. Τότε στο διάστηµα [α. 0] είναι ΙΧΙΞ -χ Ἆαι στο διάστηµα [0, β] 
είναι ἰΧΙΞ:χ. Το ολοκλήρωμα γράφεται 


ο] ο 
αι κ πι ποτ Χάχ- 
α ῤ 
πο το β -αἰα ) γιατί ΄β-β.]αἷ--α 


30. θ«α«β. Τότε στο διάστηµα [α. β] είναι ΙΧ ΙΞχ. γαι το ολοκλήρωμα Ἰράφε- 
ται, 


ῥ ρ 
ὴ κ. [κα ᾱ- («α)- 4.ΦΙΡ-αα) γιατί | ΞΡβ.Ιοἷ-α 


Εφαρμογή 6 
Αν ! είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα Δ το οποίο περιέχει 
τους αριθμούς α. β. γ, ὃ τότε: 


η ’ τ 
ϱ/ κο ἄχ κε Γιω αχ ς [πα αχ - 0 


μπω αχ /[κω ἅχ Γιω ἀχ {κο αχ [κο ἂχ [πω αχ 


ΑΥΣΗ 


ὃ Είναι: Γιῶ αν ιωῶν [Γιωος- } Πχ 5ο 
" ή 
Π) 1ο µέλος - [ιω κ Γιω ἀἡ [θὰ τω πο ἂχ 
ἡ[ω ἀχ α[πω ᾱχ .Γιῶ οκ] Γιω ἀκΞ 


Εφαρμογές 3ἱ 


Ξς [ιῶ ἀχ Γιω ἂν ᾗ 1ο ἂκ {πω κκ τω ᾱ {19 ἂν 
η ς ὁ ῤ ς 
ι. Γιω α [τω κ. [τῷ ο ὡς τω κ ᾗΓιω ἀχΞ- 
Ξ5 [ωα [Γιω ος [τος ς [κ ὃς |. 
« Γι ᾱχ [Γίκω ο ας [Πω ἂς| Ξ 
Ἡ . 
Ξ Γιω ἂχ [πω αχ ΓωαΓιω ἀχ 


Ξ {ο κ 0 Γιο ἀχ 0-0 


Εφαρμογή 74ΧΛ 
Έστω συνάρτηση Γ συνεχής στο [α, β] µε Ε(Ξ) Σ ϐ για κάθε χε[α, β] . Αν 
αςγςδ-ς β να αποδειχθεί ότι: 


[πω αχ ς [πω ἀπ 


ΑΥΣΗ 


ῥ ο 
Είναι [πω εξ ζω ἀχε/ [ο) ὁχ -- {ιο οκ ) 


Επειδή είναι Γ(κ) 20 για γάθεχε][α. β] θα είναι : 


Γω ᾱκ 250. και 


κ {ᾳ) ἀχ 20 συνεπώς και 
[ω ὁχ [ο ἄχ20 ή {ωροφένουν« Γω 9) 
[κο αχ Γω ἀχ {τω αχ 2 [ιω κ και από την (1) 


ῥ Ὀ 
έχουμε [πω ἐκ 2 Γιο ἄχ 


Εφαρμογή 8 


Να αποδείξετε ότι: 


ι : 
θεα ᾗ -αἳ ας κΞ Ώρος Γκαν κ ο -ὰ 
.... 3 . 


32 Ολονληρωτικός λογισμός. 


ΑΥΣΗ 
8) η συνάρτηση [{α)Ξ τς είναι παραγωγίσιµη στο [- 1, 1] 
Χτ 


με ὦ - 25 ὅκ 15) ϱ για κάθε κε[- 1. 1]. 
α.2 


Ἆρα η Ε είναι αύξουσα (γνησίως) στο [- Ι. Ι] παι συνεπώς όταν 
-1ξκς]Ι θα είναι Κ- ΌςΙα)« ΚΙ) ή 


Ἡ) Η συνάρτηση [{ὰ) Ξ ΙΠὸχ είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1. ε] µε 
τος πας 0 για κάθεχε(1. ε|. 
Ἄρα Ἡ Γ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [1. εἶχαι συνεχής , συνεπώς για 


Ίκχςε θα έχουµε ΤΙ) ς Πα) ς{ε). Επομένως η [έχει ελάχιστο πι-- [(1) αι μέ- 
γιστο Μ -[(). 


Σύμφωνα µε την ανισότητα πίβ-α) ς ἓ Εκ) κ ς Μ(-α) έχουμε 
ἄρε-ος / {0 κ -« {ε)(ε- 1) μαι επειδή {(1) - 0, ἴ(ε)Ξ 1. έχουμε 


πε - ή πο -- 


παρατήρηση 


Στο ερώτηµα ἢ) χρησιµοποιήσαμε την ιδιότητα ϱίχ) ς Ιω), α«β τότε 
ιά οσο) ἷχς { {0 ὁχ. 
Ἡ απάντηση βέβαια μπορούσε να δοθεί όπως καν στο ερώτημα 1) µε τη 


ρ 
βοήθεια δηλαδή της ανισότητας πιβ-α) 5 { ἔα)άχ ς Μ{-α) 
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Εφαρμογή 9 
Να αποδείξετε ότι: 


3 Ὦ 
«/ ενναν ς 3ο αυ 2 { ἀχ κε Ἡὶ 
3 . 9 χδικάκ- κ  ὁ 
ΛΥΣΗ . 
1) Ἡ συνάρτηση [(ς) - εί είναι παραγωγίσιµη στο - ας η με ϱ)- ων ὴ 
44 συν 


για κάθε χει|- 1 Σ] ρα Γηνησίως αύξουσα και συνεπώς όταν ο κχς π 


θαείναι { ἢ κας 
4 


3] Ἡ εκενς ο απότην οποία ἔγρυµε 
η 


α 


«οκ «ε 5] ή 
αν 4 4 


3 


οι-- 
π 
Μ 
[3 
ΙΛ 


ον « Γωνὰκς ας 
26 εν 2 


11) Η συνάρτηση χ)- ι ορίζεται στο διάστηµα [2, 3] χαι είναι 
χΥ5 ας 4κ -χ2 


παραγωγίσιµη σ αυτόµε ἕο--- ς «Ὁ για μάθε χε [2, 3]. 
κ {5 οε ἂχ - κ2)2 


Άρα η Γ είναι γνησίως φθίνουσα στο [2. 3| και συνεπώςόταν 25ςκχς 3 θα 


είναι 2) ΣΙ ΣΙ ή 1 ς --- Σον ος -Ι. απότην οποία έχουμε 
κΤ5 -ε4χ - χὲ 6 
: 
δια. ης /{ 1 ἄχ ς -ἵ- 3 -Ι) δηλαδή το ζητούμενο. 
5 ὃς κΥ5 Αχ - κ 6 


Ἐφαρμογή10 


2 
Να αποδειχθεί ότι α{ κ αχ κε, 


” ϱὰ 


ΛΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση ο) - ων είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο [-]. 2] µε 
ἴς 


Ολοκληρωτικός λογισμός. 


ο δρ σαν) νοκ 
ο σίωκεο 
Ἔχουμε τον πίνακα : 
2 Άρα π{ έχει στοκ, -- 1. τοπικό μέγιστο {είναι 
και ολικό). 


χ 


Ἐπομένως 
1ο) ΤΙ) ἡ ζ σα κε! 1) ἡ 


.. Σαχ κε] 
δι ϱἳ 


Εφαρμογή 11 
Χωρίς να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα να αποδειχθεί ότι: 


3 2 
Π] (κ4φΦχλγόχ) ἀχ Σ (κκ εχ2ν3χι 2) ἆχ 
α ἤ 


μας) λα κ} ατα ΣΙ 
τ .. 


ΑΥΣΗ 


ϐ Αργεί να αποδείξουμε ότι: 
χό - 3χλ 4. 6χ Σχ! ο 3χ2 ος χ2 ἃα.2 γιακάθεχε[1,2] 


1 χ) Ξ 2 ἄρα στο διάστηµα 1, 21 


ἡ «χξγὰςκ-2 320 γιαγάθεχε[1.2]. 
Το τριώνυµο -χὲ α ἃχ -2 έχει ρίζες χι 


εκ) εὰχκ-220 συνεπώς θα ισχύει και 


ο ο. 
” . 
{ (κ -λχλκόχ) ἐκ Σ / (κ λχλεκ2ς Άχας2) ἂχ 


18). Αρκεί να αποδείξουμε ότι στο διάστηµα [Π.χ 1 ισχύει : 


ισχύει 
επομένως 


Πράγματι για {2 1 ισχύει προφανώς ΕΣ 1 .. άρα. 


Γπας) τας -α 
νο η ο ας 
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Εφαρμογή 12 


« α 
{ὁ . ω 
Να αποδειχθεί ότι { ημχ ὁχ ες (ς ς ) ἀχ , α20. 


ΑΥΣΗ 
Ἀργεί να αποδείξουμε ότιισχύει  ημκΣκ- τ για κάθε κε[θ, α]. 


Θεωρούμε τη συνάρτηση [α) Ξξημχ- χ-- ο ο δ6ς 
Εἰαι(φ-θ, Γα)Ξσυνχκ- {3 δ ο ΤΟΞΟ και α) ξ-ημκχαχΞχ-ημκ»0 


για κάθεχ 50. Άρα η συνάρτηση Ε΄ είναι γνησίως αύξουσα στο |0, --ο). Συνεπώς 
γιαχ 50 είναι (ο) (9 ή Ες) 50 άρα και η συνάρτηση Γκ) εἶναι γνησίως αὖ- 
Έουσα στο [0, «εε] και συνεπώς γιαθ κ θα είναι Γ(0) ςΠίσ) ή ημκ- κ . 30 
3 . - : Β ε . 
ημκ Σχ- ὦ σχέση που ισχύει για κάθε κ30 άρα σε μάθε διάστηµα της 
ἵ 


µορφής [0.α] όπουα 20. 


Επομένως θα είναι : { ημχ αχ 2 η [κ-η]ας 


Εφαρμογή 13 Χα 
Ἕστω ἴ,ᾳ συνεχείς συναρτήσεις στο [0.1] µε την ιδιότητα 


1 πι 
εξ ες 
{ α(κ)άα -{ αίχ)άχ - οτι. (τι - Μ) 
όπου πι η ελάχιστη τιµήτης Ἔ στο [θ, 1] και Μ η µέγιστητιµήτης ϱ στο 


' 
[0, 11. Να αποδείξετε ότι: { Ε(κ)εί(χ)ακ ς -- μ) 


ΛΥΣΗ 
Ισχύει (1) - πι (0) - Μ) «0Ο γιαπάθε χε[θ,ῖ] 
άρα {(1) ϱ00) «πιρο) -- Μο) -πιΜ ἡ 


Γι Γκωάν εν Μῄ 
ᾖ ΕΚ) Ε00) ἀχ ς πι ᾖ ξό) όχ -- Μ ο (κ) ἀκ -πιΜΙ -0) ἡ 


Ἡ ο 
ΓΓπωκώ ας ΚΠΕ ΜΑ. Μπι Μ.πΜ- π ΜΕ 
δρ 2 2 2 


ΜΙΧΑΗΛΙΔΗΣ ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ 
ΦΟΙΤΗΤΗΣ Μ.Π.Ι. 
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Εφαρμογή 14 
Ι) Ανη Γ συνεχής συνάρτηση στο [α, Ὁ] µε ΕίΧ) 5 ϐ για κάθε χε[α, ϱ] 


5 
τότε ισχύει και { Εκ) 50 


13) Αν ΕΓ συνεχής συνάρτηση στο [α. Ρ] µε [ίκ) 20 για κάθε χε[α, Ρ] απο-ι 


» 
δείξτε ότι αν { Είχ)άχ - 0 τότε Εχ)Ξ 0 για µάθεχεα, ϱ]. 


ΛΥΣΗ 
3) Επειδή { συνεχής στο [α. ] είναι ολοκληρώσιμη οπότε σύμφωνα µε το θεώ- 
ρηµα της µέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει Ἑε]α, 0] µε 


ν ν 
{ (ΟάχΞ ΙΕ) 0-α)20 άρα { Γαλὰκ 50. 

Ἠ) Ἕστω ότι υπάρχει χοεία, 0] µε [ζ0)0, τότε Πὰς) 2 0. Επειδή Ε συνεχής 

στο [ᾳ, Β] ἁρα Ἆαι στο Χρ θα υπάρχει διάστηµα ΙΥ. δΊ ς |α. Ὁ] τέτοιο ώστε πα 

κάθε κε[γ.δ] να είναι Π)Σ0. ρα: 


{ Εαάχ 20 (σύμφωνα µε το ερώτημα 1) 
και επειδή [γ,δ]ς τν ρ]0θα είναι: 
δ ὁ 5 
/ Γκλάχ 5 / Εχλάχ «(βλέπε εφαρμογή 7) ή /{ Γκχ 20 άτοπο. 
Άρα Ι9)Ξ0 γιακάθε χε[α. Ὁ]. 


Παρατήρηση 
Στα επόμενα θα θεωρούμε γνωστή τη σχέση: 


”. Εκ) 0 στο [α, Β] τότε [ως αμ 


Ὀ 
Όμοια αποδεικνύεται ότι όταν ἴ) «0 στο [α. 0] τότε 1 (ωλάκ «0 
α 


Εφαρμογή 15 ὡ 
Έστω [ συνεχής συνάρτηση στο [θ, κ], κεΠζ΄ και Είκ) - { {(9) 
ο 
µε την ιδιότητα ότι σε δύο σηµεία χι, χ, ε(θ, κ) έχουµε ΕίΧ/) Ξ Εία;). Η {δεν 
μηδενίζεται σε όλο το διάστηµα [κι κ;] δηλαδή υπάρχει τουλάχιστο ένα σηµείο 
ΧοείΧρ Χ) Ύνα το οποίο έχουµε Εία}50. 
Ίνα αποδείξετε ότι υπάρχουν α, 6 εί 2) έτσι ώστε Ε(α) και {{Ρ) να έχουν 


αντίθετα πρόσηµα. 
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ΛΥΣΗ 
Απότη σχέση ΕίΧ/}ΞΕ(/) έχουμε: 
Σι 


αι κ) ) 
β ραΞ { Πθά ή | θά ἴθάΞθ 


ο .ο 
νο (0 ἀτ- 0 η Π άι- 0 


Αν υποθέσουμε ότι [20 για κάθε χεῖχ, χο] τότεθα είναι: 


β Γ0 5 0 (εφαρµογή 14) άτοπο. 
Ἱ 


Όμοια αν υποθέσουμε ότι ἴ{α)«0. για κάθε χε[χι χο] τότεθα είναι: 


3 
{ Σθ όχς0 πάλι άτοπο 
Ἡ 
και επειδή η Γ δεν είναι παντού μηδέν στο ἴπι. κ] θά υπάρχουν σηµεία α. Ὁ 
του διαστήµατος (Σι, Χ)) Ύνα τα οποία οι τιμές ἴα) και Γ5) θα είναι ετερόσηµες. 


Εφαρμογή 16 
Έστω συνάρτηση ἓ δύο φορές παραγωγίσεµη στο [α, β] και γνησίως αύξου- 
σα στο [α, β]. Αν είναι Γ(κ) 20 για κάθε χεία, β] µε τη βοήθεια της γεωµετρι- 
κής σημασίας του ολοκληρώματος να αποδειχθεί ότι: 
ὃ Αν Ε()50 γιακάθε χε[α, β] τότε είναι: 


Ἱ] 
ϐϐ -α) Γία) « η Γκ) ἂκ « (ῷ - α) -υ---- 
48) Αν Ες 6, για κάθε χε[α,β] τότε είναι: 


1 
ως { {κ) ἃκ « (ᾷ -α) ΠΒ). 


ΑΥΣΗ 
Έστω ς η γραφική παράσταση της [ στο [α, ϱ] τότε. 
ἢ Αν ΓΦ) 50 για κάθε χε[α, β] τότε η γραφική παράσταση της [ στρέφει τα 
χοίλα άνω στο [α. β] σχ.!. 
Το εμβαδόν Ε του χωρίου που πε- 
ρικλείεται από την (9) του άξονα των 
χ΄κ παιτις ευθείες χ-α.χΞβ είναι 


ῥ 
Ἐ- { 10) ὁχ 


σχήμα 1 
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Είναι όμως: 
Ἐμβαδόν (αβΓΑ) «Εξ « Εμβαδόν (αβΒΛ) δηλαδή 


ῷ -α) ἴα) « { Μα όχ« --- τα) 

η) Αν Γω «0 γιακάθε χεία, β] τότε η (6) στρέφει τα κοίλα κάτω στο [α, β] 
και ισχύει : 

ΕμίαβΓΑ) «Ε «Ε(άβΡΒΑ) δηλαδή 


ου ους 


Εφαρμογή 17 


Να προσδιοριστούν οι συνεχείς συναρτήσεις µε πεδίο ορισμού το διάστηµα! 
[0, 1] για τις οποίες εσχύει : 


1 ' 
ή χεκ)άχ 2 ορ Ξ { ε(θ) αχ 


ΛΥΣΗ 


Ισχύει προφανώς («κ - 2 ή πώς ον ῶ 


Απότην (1). (μεολοκλήρωση) έχουµε: 


ι ὦ 
{ πος--{ (ος ο) κ 


ο 


Ἡ ι 
[ζω [κο] κ 5 
" 
πα 1 1 κ 
-α- ανα ὕαλαν ς 


Ἱ 
ή { Χίο) αχ ς τν και επειδή από την υπόθεση έχουµε 


" Ἱ 
{ ΧΙο) ἀχΣ ο. έχουμε τελικώς, { Χ[) Ξ - 


Απότην (1) έχουµε ακόµη Εκ) Σ 2Χ[(Χ) -κΣ συνεπώς : 


ο συ 


ᾱ- 
5 


Εφαρμογές 39 


Ἐπομένως 
κ : ο 
χεδοο ῃς η ζα ιώβακ-υ 


Γ[κῶ α- 2 


χαι επειδή [ συνεχής και (Χ - ΠΚ) 2 0 συμπεραίνουμε ὅτι Πχ) Ξ χ για χάθε 
χε[θ, 1]. (εφαρµοή 4) 


Ἐφαρμογή 18 ἆχλα [εκ] 


Ἡ Έστω Ε συνεχής συνάρτηση στο Ἰβ καια 240. Να αποδειχθεί ότι 


{ (π)ᾶχ ς Ύ α. Ε(κ)ἀκ (α) 


1) Μετη βοήθεια της (1) αποδείξτε ότι: 


ος πκκκα γ 
ΑΥΣΗ 


Ἡ Γσυνεχής στο Ἱ άραχαι ἴά) συνεχής στο κ άρα χαι στο [0, α] µεαξθ. 


Είναι 60020. άρα [πω 30 και συνεπώς, γα[ζω ᾱκ εἰς 


Ἡ [ είναι συνεχής στο ΤΙ άρα και Εχ) -λ. λεΙκ συνεχής και επειδή 


(ο) ελ 20για κάθε λε]ς θα είναι : Γω αλ} ἀκ50. 


Είναι { (6) κε λάκ- { (ο 21) ἐκ 


[πο ἂχ πε ὁχ 


α-λ2«2λ [Κο ἂν ε {ΒΑ ἂκ 20 6) 
Ἡ (3) ισχύει για κάθε λΕΙΚ και είναι δευτεροβάθμια ως προς λ. µε συντελεστή 
του λ2τοα 20 (όταν αΞθ η σχέση ισχύει προφανώς ως ισότητα). Άρα πρέπει : 


ος 
Δεο ἡ ςΓιοὪ) -4α Γέωα «ο ἡ 
Ἡ ο α 
(ζω 9) κα] βω ας ή ζΓκωςς κ«γ α[ ρω ἀχ 


11) Θέτουμε ἴ)- γα ημχ Ἆαι α -π. Είναι τότε: 


{ ημκὰ κγ πᾗ κημηθ (6) 
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Στο [6, π] ισχύει χ ημέκΞικημχ[ςΙχίΞα άρα: 


τ - ὦ 
[Γκβω ια «ανα και συνεπώς η () γράφεται 


[απ ημκά ς Ύ αν πμοϱ) ἆκ 


Εφαρμογή 1 9 ἡλχι {9149} 


Αν οι συναρτήσεις ἔ, 6 είναι συνεχείς στο διάστηµα [α. β] να αποδείξετε ότι 


[[κω ρίκ) αἱ) « { εκ) ἃκ - { ϱ2(κ) ἀπ 


(δεμν/ας2 } 


ΛΥΣΗ 
Ισχύει προφανώς ((«) Ελ ε() 30 γιακάθε λ.χ εκ ή 
6) «2ΛΕΑΥ ΕΟΟ) εωὠ20 ή 


Β β 
1], εοο ὁν -2λ " 109 Ε/5) ἂχ 4 { ΓΑ 420 (1) 
Ἐπειδή η () αληθεύει για κάθε λΕΙ θᾳ είναι Δςθ άρα: 


4 ζω κα) Ἱ 3 Γεω ἀκ { ο. 


Βο)άκςο ἡ Ἡ ανισότητα αυτή είναι πο- 
λύ χρήσιµη και καλό είναι 


ή | ] τ κά 

εν " μα υποψήφιος να τη γνωρίζει 
ὦ « ἳ ν 

| Γιθεσ όχι | ο άν ᾖ, εἶθο ἂν μεν απότομη τό μις 


σικά. 


ἲ 
(Να διερευνήσετε την περίπτωση Γπωάὰ-ο }. 


Εφαρμογή 20 


Ἔστω συνάρτηση 1 συνεχής στο [α, Ρ], Να αποδειχθεί ότι: 
ο) 2 : 
μ Εκ) ημκ ας] ο |[κω συνςκ «] κ (ὐ- ω/ εκ) ἀχ 


ΑΥΣΗ 


. σα 
Ἰσχύει [ /{ Πα) ημχ αι] « [ ᾖο) ἀκ - Φ ημς) ἂς (ανισότητα 56/1να:2) 


[ { 1(9) συνκ α « ἆ Γ(ῶ) ἂκ - Μ. συν-(ϐ) ἂκ 
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Με πρόσθεση έχουµε: 


[Γι Χ) ημχ Ἰ Ἡ Γιο συνχ ώς {η οκ) ἂχ - [πω 30) ἄχ οι ο συν’ Γ ουδ ος) Ξ 


9 ν ν 
[Γεω ἀκ | ἡ αμίω «ου οκ] [πω μοι ἀχ 


Εφαρμογή 51 
Έστω {, φ συνεχείς συναρτήσεις στο [α, Ὁ] µε φίκ) 5 ϐ για κάθε χε[α, ϱ]. 


ΙΑπυδείξτε ότι 1) ο φως [πω φίθόᾶχς Μ Ριω αχ (4) 


όπου πι, Μ είναι η ελάχιστη και η μέγιστη τιµή της ἔ στο [α, Ε]. 


11) Υπάρχει εε[α, Ώ] τέτοιο ώστε [κ φίχ)ὁκ - 1(ο) [ω ἂχ 6) 


ΑΥΣΗ 
3) Επειδή ,φ συνεχής στο [α, Ὁ] θα είναι και Ε-φ συνεχής στο [ᾳ, Ρ]. 
Ίσχύει πχ) ςΜ ἡ πιφ) ς Πχ) φία) ς ΜΦφίκ) γιαπάθεχεια,Β] άρα 


πι φ0 ἀχ« [1 φ0) ἀκ«Μ } οὸ ἀχ ) 
1) Αν φίχ)}Ξ-0 τότεη (2) είναι προφανής. 


Αν φ(χ) Σ 0. τότε είναι και [ο ἆκ 5 0. οπότε από την (1) παίρνουμε 


οὦς 109 φί ὁχ 
πι κΜ 


αν φ() ἀχ 


και σύµφωνα µε το θεώρηµα των ενδιάµεσων τιµών υπάρχει οε[α, Β] τέτοιο ώστε 


ἔσκ) φίκ) ὁχ. ν 
ΙΙ - ᾗν (00 φος ἐκ Ξ{ί /{ ο ἐκ 
/{ φίκ) ἂχ 
ΠΙοαρατήρηση 


9 Απότη σχέση ({) θέτοντας φ()Ξ1. 


Ἔχουμε πιρ-α) ς [ω ἂχ ςΜΟ -α) 
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9 Ατότη σχέση (2) γιαφί()Ξ1 έχουµε: 


Γιο ὁχ Ξ (ο) (0 -α) 
Δηλαδή έχουµε το θεώρημα της μέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογι- 
σµού. Η προηγούµενη εφαρµογή λέγεται αι γενικευμένο θεώρηµα της 
μέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισμού. 


Εφαρμογή 22 


α ῃ 
3 2 
Ποιό από τα ολοκληρώματα { χε2Σὅςσ., { κι 1 ᾱκ, α»1 είναι 


μεγαλύτερο: 


ΛΥΣΗ 
Σύμφωνα µε την εφαρμογή 21 αν θέσουμε φχ) Ξ κάτ ἱ, Γ) 5 χ2Σ έχουµε: 


α 
3 

ενῆκ- λε[ σσ ἆν ο, 
α. χξς ο Χ ΙΧ µε εε[ 1 


υσα στο [0, -οο) και εἶναι. 


Ἡ συνάρτηση ἴο) -κ «25 εἶναι γνησίως 


αἱ 
252 ἐς επομένως για ος”- είναι 


(ώκτ[α]-2 «!ἱ ή ο.2 ςἰ συνεπώς 


ῃ 


1 α 
3 2 

{ δοκ«{ κι ἂκ. 
ο ο 


Ἐφαρμογή 25 
Αν Ἡ (κ) είναι συνεχής συνάρτηση στο [0. 1], Π(κ) 20 και 


1 
ω./ Π (κ) ἀχ τύτεγια ν 24, νΕΝ ισχύει ησχέση: σα μα. 


ΑΥΣΗ 
Με χρήση της ανισότητας του δεϊατζ έχουµε τς ο 


δα [κ ωκο) ας] «(ων τω 0] ᾱχ α[ «[ πως σαχ - 
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Ξ Τν]ν-α 


Άρα: [δι 5 ἴ Το. γνακάθε ν22 


Εφαρμογή 24 
Να δείξετε ότι αν οι συναρτήσεις μαι Ἡ εἶναι συνεχείς στο [α, Ρ] και 


ζ Ἡ(κ) ἀχ - [κω κ, τότε υπάρχει 
ξε[α, Ρ] τέτοιο, ώστε Π(Ξ) - αί(δ). 


ΑΥΣΗ 
Θεωρούμετη συνάρτηση µε Είκ)Ξ Βίκ) - εκ), χε [α, 0] 
Η Ε είναι συνεχής στο [α. Β] και βάσει του θεωρήματος μέσης τιμής του ϱλοκλη- 
ρωτικού λογισμού υπάρχει Ἑε[α, 5] τέτοιο, ώστε: 


[ εοο ἀκ- ΕΕ)Φ-αλ. δηλαδή 
ο 
Γικο -ε! ος ΞΙπῶ) εδ ὦ-α ή 


η ο ᾿ 
Γικο ἂκ αι εσθάκ- ᾧ -α) [ΠΘ) -ε(ξ)] ή 


ϱ απ) -ε(Θ)]-0 ή π)- εἰ) 


Εφαρμογή 25 
Έστω συνάρτηση ἔ συνεχής στο [4,1] για την οποία ισχύει : 


ι 
ποτ... 
[. 2 3 
8 
Αποδείξτε ότι υπάρχει χοείθ, 1) τέτοιο ώστε Ίίχο) Ξ αν χο 
- Χο 


ΑΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση εί) Ξ ἔκ) - (1 «χα κ η οποία είναι συνεχής στο 
10, ΤΙ. Έχουμε; 


Ἱ ' Ἱ ἳ ' ἳ 
[ενας [ια κκκκθα- ο .- 


ἳ 
. [ιο ὀχ-1-- -ἶ ο 1 
ο ο... - ω 
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Σύμφωνα µε το θεώρημα της µέση τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
Χοε[θ, Η µε 


Ἱ 
εαθς -ο- {εο)άκ-ο ή. ΕάοΞ0 


Ἐέναι όµως βία/) 5 [ας) - (11 Χς Έ κο) άρα Πδ 51 χοἘχο ή ἕκο)ς ἡ 


η 
Εφαρμογή26 
Έστω η συνάρτηση ἴ(κ) Ξ κ. . Να αποδείξετε ότι: 
χλ κα 
ὑπος-ςΣ για κάθε (ε΄χ, χα1], 5 1. 
ο... 
κα ο 
1) Εἶπι [{ τ() α) Ξυ 
ΛΥΣΗ 
1) για Τε (1, 49ο) είναι Γ(Ώ- πει 0. οπότε η συνάρτηση ! είναι γνησίως 
1 εἰ) 


φθίνουσα στο διάστηµα (1, 4σο). 


Ἐπομένως για χΣ 1 καιτε [κ.Χ{ {] εἶναι ΚὺὐςΙο5Ξ σν 
4-1 


14) Τια κάθε κε(], κο) και τεῖχ.κ-«1] ισχύει: 


" 
ΟσςΚεΟς- Χ..., ατότε οςκ[ [ία ας Χ΄ 4Ξ 
ι : δι κὸε 


χζ κε 


Ἐίναι όµως. πι --ᾱ---Ξ0 ἁάρά σύμφωνα µε το κριτήριο παρεμβολής θα είναι 
1 


κο χὲχ 


α 
θα είναι Πτι { Πθαά-0 


Εφαρμογή 27 ξ 
Έστω Γ µια συνεχής συνάρτηση στο [α, Ρ]. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση 


Είκ) κ πια , χε α. ϱ 


είναι συνεχής συνάρτηση. 
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ΑΥΣΗ 
ἘἙστωχεία, 0ἱ καιχ--π κάθε [α. Ὀ|. 


38 ᾱ 
Εὔαι οι {() ας {τῷ αν [0 ά ἡ 


.ᾱ 
τα -- π) ΞΕ(σ) 4 { ΓΌάι ἡ 
1. 
Είκ -- π) - Εα)Ξ- 4 10 ἀϊ 0) 
Σύμφωνα µε το θεώρημα της µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
κνη 
θε[κ.χ-επ]ς [α, Β] τέτοιο ώστε: / (0) ἆι - (49): Ἱ 


οπότε η (1) γράφεται: ΕίΧ - ἴ) - Εκ) - θ) -Ἡ. απὀ την οποία είναι φανερό ότι 
όταν Ἡ-ρ0 τότε πι [Πας π)-Γ]Ξ0 ἡ 
ποσο 


Επι Εκ ο ) Ξ Το) 
δσο 


Επομένως Ε συνεχής σε κάθε χε[α. Ρ|. 


Ἐφαρμογή 28 [ 


τν 
Έστω Ε συνεχής συνάρτηση στο [0, Ί]και 6 ο αχ -2α 20466. 


Αποδείξτε ότι υπάρχει χιε [ θ, { Ἱτέτοιο ώστε {ΕίΧ,)- ο Φα Όχρ το. 


ΑΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση Είκ) Ξ 6 [ΗΧ) - (αχὲ -ε βχ - )] η οποία είναι συνεχής 
στο [0, 1]. 
Έχουμε : 
ον ὡ-6ᾗ ἐω 4: σας υ 1 690 0) 
με ἀχ-6 Ξ ) 


Ἐπειδή Ρ συνεχής στο [0. 1] υπάρχει κρε[θ, 1 τέτοιο ώστε: 


ἤ 
[ιω ἀχ 5 Σο) {1 -0)Ξ ΕίΧοΞ0 6) 


Απότις (1) και (2) έχουμε: 


ΣΟ0950. ἀρα [αι ακζεΌχρ ο. 
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Ἐφαρμογή29 
ς 
, ; αν κωςς, αν χ»0 
Θεωρούμε τη συνάρτηση Εκ) - 
ε αν κΞ0 


ϐ λα αποδείξτε ότι η Γ είναι συνεχής στο χ;Ξθ και 


ἳ 
Ἡ1) ότι ζω ἀχςα. 


ΛΥΣΗ 


Ὦ) Θεωρούμε Χ- : τότε όταν χ-» 0 τὸ ν-»34οο αι συνεπώς 


0) 


Ἠπι Κα} Ξ μπι α φα]τ-- πι µ .α χ 


ο. να 
άρα Εσυνεχής στο . 
139) Θεωρούμε τη συνάρτηση είΧ)ΞΙπίΙ «κ)-χ, 20. 


Τίναι εῶ--Ι..- .ξ--δ «0 γιαγάθεχ»0 άραπε είναι γνησίως 
αχ τκ 


φθίνουσα στο (0. ---ς) συνεπώς γιαχ 50 είναι σι) «σί(0 ή 


ος κ) 


Ἰπ(] Εχ)-χς«0 ἡ Ιπ] γα) «κ ή κ για κάθεχκ»0 ἡ ακόµη 


1 1 
ΙΠ(1 αλ! ή (1 Χχ])κ«ε απότα προηγούμενα έχουµε ότι για κάθεχ ε [0,1] 


ισχύει 9) 5 ε οπότε [ω ἀχςαθ. 


Εφαρμογή 30 
Ἔστω ἔ συνεχής συνάρτηση στο |α, Ὁ]. Να αποδείξτε ότι υπάρχει εε [α, 5] 


ς ν 
τέτοιο ὡστε : [κο αί- { () ἂϊ (α) 


ΛΥΣΗ 


Θεωρούμε τη συνάρτηση 6 µε μα) µ Γη ά- [ {0 ἁι. Σύµφωνα µε την εφαρ- 


ν 
μογή 27 η δ είναι συνεχής στο [α. Ὁ] µε εία)Ξξ - [Γιω ᾱτ και Ε(ϱ)Ξ /{ ΠΟ ἀἱ, 


Αν εία) Ξ 0 τότε και (ο) Ξ0 και αντίστροφα επομένως τη (1) ισχύειςξαί(ἠςΞ ϱ) 
Έστω εία)-0 και ϱίϱ)-0 τότε είναι : 


; 
ε(α). ε)- - [Γι α) «ο 
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άρα υπάρχει εξία, ϱ) (Θεώρημα Βοίζαπο) τέτοιο ώστε ϱίοΞ0 ἡ 
ε » 
[ος ως-ο ή Γπωα- τωα 


Εφαρμογή 31 

Έστω ἔ µια συνεχής συνάρτηση στο [α, Ὦ] και ένα πολνώνυµο Ρ(Χ) µε πραγ- 
ματικούς συντελεστές τέτοιο ώστε αν υποθέσουμε Ρία) « Ρ(8) (ἡ Ρ(5) « Ρί(α)) 
τότε ισχύει Ῥία) «ὔ -α «Ρ(5) {ή Ρ(Β) « Ὁ -α« Ρία)). Να αποδείξτε ότι υπάρ- 
χουν αριθμοί ε; ε; του διαστήματος [α, Β] ώστε να ισχύει : 


» 
[κο αχ Ξ Ρ(6ει) - {(ε) 


ΛΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση εκ) ΞΡά)α-δ. Ἐχουμετότε: 
{ἢ Ἡ Ε εἶναι συνεχής στο [α. 8] ὡς πολυωνυμική 
Η) Πίναι εία)ΞΡία)κα-δς«θ «Οιατί από την υπόθεση Ρίᾳ) «Ὁ-α) 
ε(θ)ΞΡ(ϱ)γα-ῦ20 (ΟΩιατίαπότη υπόθεση ᾖΡ(9)2 0 -α) 
άρα εία) ε(ο) «0. συνεπώς υπάρχει «| εἶα, Ὁ) µε είς)Ξ0 ἡ 
Ῥίε)τα-Ὀ-ῦ ἡ ΕΡίερ-υ-α (1) 
Ἡ συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο |ᾳ, ΒΙ άρα σύµφωνα µε το θεώρηιια τῆς µέ- 
σης τιµής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει ο) εία, 9) τέτοιο ώστε : 


Γω Ξ0 -α) {ί9) ἡ λόγω της (1) 


Γ Εκ) ἂκ -- Ρ(() : 1ο) 


Εφαρμογή 32 
Έστω η συνεχής συνάρτηση Ε στο ία, Ρ] µετις ιδιότητες Εία)»α2, 
ι « 
[πω ακ « υ'- αἱ. αςβ. 


Να αποδείξτε ότι υπάρχει ξε ία, Ὦ) τέτοιο ώστε Ε(Ξ) Ξ ξῇ, 


ΛΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση ία) Ξ Εκ) -χξ. Ἡ ε εἶναι συνεχής στο |α. 0] ἁρα 
σύμφωνα µε το θεώρηµα της µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
οε[α, Ὀ] τέτοιο ώστε : 


Γεώ άκςϱ-ὠ)εἰΟ ἡ π (1) 
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Είναι [μω -κ2) ἀχ -[ιω ἄκ- εν- 
α ω ὃ 
ο 
[ων [Γκρος [κκ - 


Ἡ ϱὸ αἱ 
ς {κ ἄχ - κ «ϱ και συνεπώς λόνω της (1) 


Είναι: (0-α)είο«0 ή είος«0 
Έχουμε τώρα: 
Ὁ Η 5 είναι συνεχής στο [α, ο] 
1) εία) - ία) -ἆγθ0.,είο«θὈ άρα εία)ξίο«0 συνεπώς (θεώρημα 
Ξεία, ϱ) ας ία, Ὁ) τέτυιο ώστε ϱ8Ξ60 ἡ ἴδ-τξοή 


Εφαρμογή 3535 

Ἔστω Εἓ, ᾳ δύο συνεχείς συναρτήσεις στο (0, «9 µε Είκ)20, εία)» 0ἱ 
για κάθε χε(0, --ο9). 
Αν υπάρχουν τα όρια: Τἶπα Γκ) και Ἰἶπιϱ(κ) καιγια κάθεν ΕΝ" 


κα 


αα 
εκ) αχ 5] μφίκ) ἆχ 


γα αποδείξετε ότι Πἴπι Γκ) - Εἶπι ρα) 
πο 


κ θνιο 


ΛΥΣΗ 
νε 
Έχουμε: { Μα) ἁ-{ 


αι 
4 (0)- εω)αχ-0 ω] 


: κει “" 
500 ὁἆχ ἡ Ἶ άν. εα)ἀκΞθ0 ή 


Οι συναρτήσεις Ες είναι συνεχείς στο (0. --οο) άρα χαι σε κάθε διάστηµα της 


µορφής [ν.ν -- ΠΠ]. νΕεΝ΄ συνεπώς και η {{Χ) -Ε00) είναι συνεχής στο([ν.ν «!]. 
Σύμφωνα µε το θεώρηµα της µέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
οΕ[ν, ν ΕΙ] τέτοιο ώστε: 


ολ 
05 { (ου - ερ) ἀκΞ ο ἰ -ν): (ου) - Ε(ου)) ἡ 


{(ον) -Μίο)- 0. ἡ ον) Ε(ον) 
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Έστω ὅτι ἰἶπι [α)ξα αι πι ϱ6ς)- Ὁ τότε 


Ἰἶπι (ο) ξα και πι είο)- Ὁ. 


κλνο 


Επειδή [(ον) Ξ 5ου) θα είναι και Ιπι Πίου) Ξ Ἱπι 5(ον) 


άρααΞ Ὁ συνεπώς πι Πα)Ξξ πι είκ). 
κν-» κα 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Με τη βοήθεια του ορισμού να δείξτε 
ὅτι οι παρακάτω συναρτήσεις έχουν ολο- 
κλήρωμµα χαι να υπολογιστούν αυτά. 


1) Εα, δή, Γὰ) -χὸ 
2) [αι ο; , ἴα)-κὰ 
3) ΕΠΙ 2: [ο -αἳ 


Ανιήο.τ]. Ηλττεφκ 


2. Με βάση τον ορισμό του ορισμένου 
Ὀλοκληρώματος κατά Εἰοπιαππ να υπολο- 
Υΐσετε τα ολογληρώματα 


Ῥ 
Αλ ωκώς, Οςας«Ὀ 
ο 
ν ᾖημκός 
α 


8. Έστωη συνάρτηση 
[3,1 κκ«ο 
δε, οεκςι 


Να αποδείξετε ότι η 1 είναι ολοκληρώσι- 
µη στο διάστηµα [- 1. 1] και να υπολογί- 


{ο - 


1 
σετε το ολομλήρωμα / παρά με βάση 


τον ορισμό του οριαµένον ολοκληρώμα- 
τος κατά Εεπιαηπ.. 


νς. 


Χς Έστω ΕΦ συνεχείς συναρτήσεις στον 
[α, Ὁ] µε την ιδιότητα ότι σε κάθε ανοικτό 
διάστηµα (κ΄, 3 του [α, Ὁἱ υπάρχουν 
σηµεία Ἐ , Ἡ του (κ΄, χ”) έτσι ώστε 
ΠΕ) Ξ εί). Ῥ ο 

Να αποδείξετε ότι { Επ) ο εκ) 


ιο Να υπολογιστεί η παράσταση 
" 
ὓ - (6χ” 436) -κ-!) ὁχ -- 
1 
.{ (3χ2 -3εἳ ες 3χ) ὁχ 
1 
φι-{ (ες χἆ - κ) ἀχ 
Ἱ 
/{ (κ) εκδ κ) αχ 
3 Να υπολογιστούν τα ολοχληρώµατα 
2 
ὓ / Οκ- 1) ἂχ 


2 
'--- 


Ἰ. Να προσδιοριστούν οι τιµές του α ώστε 
γα ισχύουν οι ισύτητες. 


Ὦ Γον νὰ «2Α 


μᾶ 
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γ Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. 


ι 
{5 Γὠµ0γ2(κ-21)ὰν 


4. Αν ΡΟ) πολυώνυμο βαθμού «2 απο- 
δείξτε ότι 


τς [ Ῥάκ- ο πω μάς 29) πο) 


ο ΡΕ .- 
Να ςἄοδεχθούν ι ανισότητες 


νο. ή κλθάικο 
. . 
Ἡ {σας υάνς/ σκι ως 
ἡ Να αποδειχθούν οι ανισότητες 
ν 
σε 
να πε) «92 4-,α «κο 


[Γκυνκ κ 


θα 


ῦ 


π) 
2 


κ. Να αποδείξτε ότι 
2χ κημχ «χ γιακάθεχ εἷαΣ] και 
π 3, 
. 
κατόπιν{.ς σπα ἀπ 
2 η 4 


Νἱ. Να αποδείξετε ότι 


Ἡ. Να αποδειχθεί ότι 


2 
ανα 
σας 


{ ἃ 
ὅπου Πα). δε ος 
2 να 


πως 


Σ. Να αποδειχθεί ότι 


ο 
α.{ (πόκ- συνκ)όν «Ὁἳ 
Ξ 1 
Π 
1ψ. Να αποδείξετε ότι 
ο 
λος /. ος ο 
9 ἓν ας σχθ ασ. 


ἳ 
δις /{ εἷ-ε 
ο 


ΑΔ. Χωρίς να υπολογίσετε τα ολοχλήρω- 
μα να αποδείξετε ότι, 


. Χωρίς να υπολογίσετε το ολοκλήρω- 
µα να αποδείξετε ότι: 


κ βί.. 
αν. 


όχς 1 


ατα ξς 3 ημὲκ τὰς «ΙΙ 


Ἡδ. Αποείδτε ότι 
ρος / Πχ«ο-ἱ 
" 
νοκ [αι 
ος τν ἁ ςΙ 
420. Να αποδειχθούν οἱ ανισότητες, 


Σα. Χωρίς να υπολογιστούν τα ολοκλή- 
ρώματα να βρείτε ποιό είναι το μεγαλύτε- 


ἵ [ 
ω [νὰ ἡ [κα 

ι ' 
ρ/ καημκὰς ἡ ᾗ κηῤκας 


ϱ/{ εἶα ή Γοα 
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33. Έστω [η συνάρτηση που ορίζεται από 
2 
τη σχέση ἴ)- / Ἀναν ἄ 


Να αποδείξετε ότι η ! είναι γνησίως 
αύξουσα στο διάστηµα (0, π/ 4]. ᾗμν το) οριφιο. 


΄Ἕστω ἔ μια συνάρτηση δύο φορές πα- 
Ῥαγωγίσιμη στο ΤΕ µε[΄(20. 20 
για κάθε χε Τβ αποδείξτε ότι για α» 1 


Για Ξ(α- )πυ 


. Χωρίς να υπολογιστούν τα ολοκλη- 
ώματα, αποδείξτε ότι 
ε ε 
/ πχάνς ᾗ, ὀ ΧΙ ὁν 
. α 20χ 


ἁ Να βρεθεί το όριο της ακολουθίασσαῖ,. 
ῤ 

Π 

σος ἄκ ν νΕΝΣ 

ὃς 


Άφ να αποδείᾶτε ότι 


αν 


Επι αι τημε α εσυντ) 4 νο 
χ 


κ Αν {00 «δὲ να αποδεῖᾶετε ότι 


ΌΠ0 5913 μα κάθε τε κ, κ 2], κδΙ 
κι 


1 
1) Να υπολογίσετε το ΠΠ { ᾷ ποσά... 
ου... 


ἵστω η συνάρτηση {α)- ας οοδά, 


τει 
Αποδείέτε ότι: Ιἶπι /{ πρά-ο 
-- 


Χα ΄Ἑστω η συνάρτηση ΙΤ) ο. 


| 


Να αποδείξτε ότι: Ἆ 


δ{0 «Χξ γακάθε τε[χιχ κ], κ» 
ος 


κά 
8 ἥπι / ΠθάΞο 
ου 
ε. Να αποδείξετε ότι αν Γκ) - εξ τότε 


π ι 
«/ [αλ ός 


Ἀά. Αν Εξ συνεχείς συναρτήσεις στο 
[α. 0] µε ΙΧ) ϱίχ) 2 {για κάθε χε[α,δ] 
αποδείξτε ότι: - πλ ώς. 


ο 
ως εωαςα -αὖ 


39. Αν Γσυνεχής συνάρτηση στο |0, 1] και 
. 1 
ισχύει { Γαλ ἀκΞ1 
να αποδείξετε ότι υπάρχει χρε[0, 1] έτσι 


ώστε [ίας) 5 λχ,.. 


3ψ. Έστω Εσυνεχής στο [0,1] µε 


Έστῳ [ µια παραγωγίσιµη συνάρτηση 
Α ΞΙα, 5] µε ΜΑ) Ξ |α, Ὁ]. Να δείξτε 
ότι υπάρχουν τουλάχιστο 4 θέσεις χι, Χ», 


ἂψ Χ, του [α, Ρ] έτσι ώστε 
Γιο ΞΠαυ (ο) αχ. 
ἀ. ἛἝστω Γ συνεχής συναρτήσης στο |α, Β] 


Αν πι είναι η ελάχιστη τιµή της Ε στο [α.5] 
μαι Μ η μέγιστη αποδείξτε ότι αν 


Για Ξ0 τότε 


[εως κ«πιΜ(ῦ -α) 
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Ἂ6, « Έστω Πκ) , ϱ(Σ) συνεχείς συναρτή- 
σεις στο [ αδ 1, εί) 2 0. Αποζείξτε ότι 
υπάρχει «ε {α, Ὁ }τέτοιο ώστε: 


9 δ 
Γιῶυθ-κο- εαν. 


η 
ΨΥπωσγίσετο ἥπι κ ς 


... 


ον Ἔστω 1 συνεχής συνάρτηση στο [α, Ὁ] 
καιθς Μ -πιακ![κ)!. χε |α, δ]. Να 
αποδείξετε ότι: 


Π Πακ ων, νΕΝ᾽ 


Ὦ ΠπΥ {τς «Μ ΝΕΝ᾽ 


Έστω ἔ συνεχής συνάρτηση στο [α. 0] 


ε 5 
µε Κα) 5 0 και / [ο άκ«0.. 


λα αποδείξτε ότι υπάρχει εε(α .ϐ) τέτοιο 
ώστε {9) Ξ0. 


ἂ Ἕστωῳ Ε συνεχής συνάρτηση στο [α, Β 
τν 
ο 
µετην ιδιότητα πρ {()λά20 
Να αποδείξετε ότιγια ς .ν 1 


α 
υπάρχει Ἑεία, Ὁ) τέτοιο ώστε: 


5 
ξς ε/ Εκ) ὰς 


Χθ.Έστω η συνάρτηση Γ συνεχής καὶ πα- 
Σραγωγίσιµη στο [- 1. Ἡ] µε Ες) αὔξονσα. 
Να αποδείξτε ότι 


{ συνὺχ ὁχ -πῖ(ξ) 


4. Έστω η συνάρτηση [60 -γεὶ -Ἱ. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει Ἑε[0. Ιπ2]τέ- 


κ. 


απ 


το 


Γ.Ε -Τὰ Ξ ΠΕ Ι2 


τοιο ώστε 
3. Έστω { συνεχής συνάρτηση στο [0. α] 


σ 
µε την ιδιότητα, / {ο ἀχ-0 


Να αποδείξετε ότι υπάρχει αείθ, π] µε 
[α)- συνα 


Ἄξ. Να βρεθεί συνάρτηση ! δύο φορές πα- 
ραγωγίσιµη στο [ 0, 1 1] µε τις ιδιότητες 
ΚΟ)Ξ (0 Ξ1. Ες) 20 για κάθεχε(θ,1) 


π 
μαι { ράκ-2 
α το 


9 Έστω η συνάρτηση { συνεχής Ἆαι πα- 
ραγωγίσιμη στο [- 1. 1. µε Γο αύξουσα. 
Χα αποδείστε ότι 


1/ 

2 

κ] Να αποδείξτε ότι για κάθε χε[θ, 1] 
1 

ε-- { εἶά 
ο 


ᾱύ, Έστω Εσυνεχής στο [0, 1] µε την ιδιό- 


κ) κ ς{(- 1) ε 1). 


ἳ 


ρα 


ισχύει γε 


. 
τητα. 1 {α)όκ- 1. 


Αποζείξτε ότι υπάρχει «ε[θ, 1] τέτοιο 
ώστε ἴ(ο) Ξ εὖ. 

Ἆπ. Έστω µια συνάρτηση Ε: συνεχής 
στο [α, Ρ]. Αν υπάρχει ἑνα σηµείο χο τοῦ 
(α, 9) έτσι ώστε Κχ;) 5 Οτότε υπάρχει µια 
περιοχή του κ. έτσι ώστε για κάθε Χ Χο 
πον ανήκει σ’ αυτήν να έχουµε 


/{ πυρά »ο 
λο 


Ασκήσεις 


53 


π Αν η συνάρτηση Ε είναι συνεχής και 
Βετική γνα κάθε χε[α. Ε] αποδείξτε ότι 
όταν πι, Μ η ελάχιστη και η μέγιστη τιµή 
της Ε στο [α. 5] αντιστοίχῶς, ισχύει: 


πό- ώς [ θὰ [ πα νο αὖ 
ο. 


Έστω σὐνάρτηση συνεχής για κάθε 
χ2θγαι Οξαςδ καιγιακάθεξ-οο 
ισχύει 


Γωαςλωὰ 


Να αποδείξετε ότι η ἔ είναι αύξουσα στο 
[0,199). 


δὰ, Έστω συνάρτηση ἴ συνεχής στο [α. ϱ] 
με ας {α)«β,θςαςᾖπ. Να σποδείξτε 
ότι υπάρχει χο εία, Ὁ) τέτοιο ώστε 


ο - Υπ) αἳ 
Υπό 


η 
{ Γκ) ἀχ ς Είχοὶ 
3 - Εο 


51. Έστω ἕ συνεχής στο |αῇ] µε [σ) 6 
ν 


για κάθε χε[α]και ᾗ Κ)όχ-0 


Να αποδείξετε ότι υπάρχουν χι.χ; ε[α.ϱ] 
µεχι «, ώστε κι) 5) «0. 


52. Έστω Ε συνεχής συνάρτηση στο [α, ῦ] 
µε την ιδιότητα ότι σε Κάθε υποδιάστηµα 
αχ του [α, Ὁ] υπάρχει Ἑεί((κ΄, κ με 
ΠΕ) -0. Να αποδείξτε ότι 


Γκοά-ο 


Δ4. Να αποδειχθεί ότι όταν η. { διατηρεί 
σταθερό πρόσημο στο [α. Ρ] τότε ισχύει 


- κος 


88. Αν πινεΝ΄ να αποδείξτε ότι όταν 
θκα« ὓ και κ.” «πρ οχτ 
τότε ισχύει. 

ᾱ- ο) ε" κ 


όπου Α ο μεγαλύτερος από τους αριθ- 


ἀχςΑί0 -α) 


η Ἡ 
ος εἰ ο δ-ς 
να] 


ὃδ.Για κε[α τωρα ἃς πναρόρος 
οί 
ολ - 
ᾱ 


Αν ανξ { ἓνίκ) ἂχ να αποδείξτε ότι 
ο 


η ακολουθία (αι) είναι συγκλένουσα. 


56, Ἑστω (α.). (50) καὶ (γ/) τρείς ακο- 
λουθίες θετικών αριθμών µε τις ιδιότη- 
τες; αι «ὃς για κάθε νΕΝ’, ρχ1. 

ἴπι (αν γ)5- [πα (Ον) Ξ{ΕεΚ.. 
Θεωρούμε τις συνεχείς συναρτήσεις 


ΕΕ:Ε -»Ιξ µερίκ)-θγια κάθεχεῖκχαι 
τις αβολουθίες (19) και {1,) µε γενικούς. 


όρους : ο 


» 


ο ὃν 
κα Όμις αι ρα ΡΩΣ) ἁχ. 
αν αν 


Να υπολογίσετετο όριο: ἴπι «Ἱ'. 


ντο αν 


57. Έστω Ἡ : [α, Β] -Ὁ ᾱ µια συνεχή συ- 
νάρτηση. Να δείξετε ὅτι ππάρχει οε[α. Ὁ] 
τέτοιο, ώστε ξ 


ο 
/ θά 
α 
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56, Έστω η συνάρτηση Ε συνεχής στο 
{α, δ] µε Πα)»α χοι 
Ῥ 2 
} κοὰ «Φα 
α 2 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει οεία, Ὁ) 
τέτοιο ώστε Πίο) Ξς. 


59. Έστω η συνεχής συνάρτηση Ε στο 
[α, ῦ] µεςς Κὰ) « ἆ όπου α. ὃς. ἆ, 50, 
«δις. Να: νε ότι 


60, Έστω {, Ε συνεχείς συναρτήσεις στο 
Ιά. Ὁ]. Αποζδείξτε ότι υπάρχει θετικός 
αριθµός Α τέτοιος ὥστε 
ν 
ο) εὐά 
α 


«6Ἡ) Έστω η συνεχής στο Ι συνάρτηση 
ἔναια,β.Υ,ὃ εἴξ,α«β, Υ«ὃ µε 


/ οι) {Γιο α]κο 


Να απυδείξετε ότι υπάρχουν ». κ εἴκ. 
κ«λτέτιοιώσε ϱὁ 
4 ἔ) ἀχ- 0 


62. Ἑστω Β µια συνάρτηση συνεχής και 
μονότονη στο [α, Ὁἱ και Ε µε 


κλΑ 


ὃ 
ῄ (0 ε(0 ἆ 
α 


ν 
εώζα-ὦ { Ἱκυά 3 
ὰ 
καν] πθα, χε[α,- 
α 


Να δείξετε ότι η Ε δεν αλλάζει πρόσημο 
στο [α. ϱ]. 
63. Έστω Ε συνεχής συνάρτηση στο [α, 0] 


. 
µε την ιδιότητα Γον ο 
α 


για χάθε συνεχή συνάρτηση ϱ(Χ) στο 
[α. Ρ]. Αποδείξτε ότι [(κ) Ξ 0 για κάθε 
χε[α, Ρ]. 


Ἔστω Ε µια συνεχής συνάρτηση στο 
1 παραγωγίσιµη στο (α,Ὀ). Έστω 
" 


{9 ἀΞθ 


{(α) «0 και 


Ὦ Να αποδείξετε ότι υπάρχει οε (α.δ) τέ- 
τονο ώστε Πα) Τ΄ (0) «0. 

Π) Αν Κα) Π(9) 5 ϐ να αποδείξετε ότι 
υπάρχουν αι.ς, 6 (α.δ) τέτοιοι ώστε 


Γ (ορ) «0 


(69) Έστω », Ο δύο πολνώνυµα µε θετι- 
μοὺς συντελεστές µε βαθμός Ρ(κ) «βαθ- 
µός Ο09.. Ἑστω 1, 6 δύο συνεχείς συναρ- 
τήσεις µη αρνητικές στο [0. 1] έτσι ώστε 


ς νμλ. Ἡ 
/ Πο] ᾱ-/ εθ ᾳᾱ 
ο Ρα ο Οκ 


νιακάθενε ΝΑ. 
Αποζείξτε ότι {{χ) - 0 για κάθε χε[θ, 1]. 
66. Αν ἵ συνεχής συνάρτηση στο [ αν ] 


καὶ γνησίως μονότονη αποδείξτε ότι 
υπάρχει μοναδικό οε[α.5] τέτοιο ώστε 


ν 
/ Εκ)άςΞ (0 -α) Πο) 
α 


Σ7. Ἑστω Γ συνεχής συνάρτηση στο Ίκχαι 
Σ Ἆνα συνάρτηση παραγωγίσιµη στο 


χοεΙκµεξα)Ξξθ,ρ΄ 0. 
ὰ 
/ (θά 
Να υπολογίσετε το όριο. Ἡῃ 
Χ-»Χ ϱ(κ) 

68. Έστω συνάρτηση ἓ συνεχής στο ΙΒ µε 
τηνιδιότητο πι Ἰ6)-α 

κὸα 
Να αποδείξετε ότι: 


δν 


Ι] Ιρά-α 


Ιι ᾖ- 
χντο κ -κ 
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69) Ἔστω ἓ συνεχής συνάρτηση στο 72.Ἐστω συνάρτηση ἓ συνεχής στο [0, 1]. 
πήι-] µε την ιδιότητα Να εξεταστεί αν αληθεύουν ον οχέσεις: 


ο ι 
αν ᾗ Γώάιταςκ οκ δαν / Κάκςο τότε Κὼ ο κ. 
9 


ο. 
Να αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία ι ς 
(6), ΥΣ1 µεθκαιἕα,ς.. σας. για κάθε χε[θ.! Ἱ. 
ν ' Ἱ 
α-ολκαι ἅπ Σ[ία)-α Αν Γπω Ξ0. τότε / ωοά- 
Ἑλσήαη 0 ο 
70. Έστω η συνάρτηση 
Εῶα τα «κ, χε[ο, 1 νε. πρ) Έστω σινάοτηση συνεχής στο [ων] 
Ὦ Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση Όχτ. βέτις ιδιότητες, {0) 5 0 Ίνα κάθε χε[α, 0ἱ 
Ἡ 
ος { μωαςι. καὶ ος) {οι κα. 
0 ὃ- αὖα ἴα) 
1Ώ Να αποδεῖξετε ότι η ακολουθία (1) µε Να ὑπολονίσετε το 
κ} ξακ) ἆχ εἶναι συνμλίνουσα. Ππι ] ΓΡ) ἀς, νεΝ” 


νοκο "ο 


ος Έστω : µια παρανωγίσιμη συνάρτηση 
στο [0, 1]. Αν η Γ΄ είναι φθίνουσα και 
Π0)50. ΕΤ(1) 5 θ να αποδείξετε ότι 


Για «9 
αεί. Τα 
Μπορεί να ιοχύει η ισότητα: 


1.5 Αρχιρή συνάρτηση - 
Αόρεστο ολοκλήθωια 


9 Αρχική συνάρτηση 

Ένα από τα βασικά προβλήµατα του διαφορικού λογισμού είναι η εύρεση της 
παραγώγου ή του διαφορικού µιας συνάρτησης. 

Το βασικό πρόβλημα του ολοκληρωτικού λογισμού είναι το αντίστροφο. δηλα- 
δή η εὔρεση µιας συνάρτησης όταν εἶναι γνωστή η παράγωγος ή το διαφορικό της. 

Στο διαφορικό λογισμό γνωρίζοντας για παράδειγµα την εξίσωση της Χίνησης, 


5(τ) εγός κινητού, σον µε παραγώγιση την ταχύτητα τ{ΏΞ ον και στη συνέ- 


χεια την επιτάχυνση ----. Όμως, συχνά, είναι ανογµαίο να μα το αντίθε - 
ἂτ 


το πρόβλημα. Δηλαδή, αν είναι γνωστή η επιτάχυνση Υ(Ώ) να βρούμε την ταχύτητα 
ν(Ώ. και το διάστηµα 5/1). 

Στα µαθηµατικά αυτό σηµαίνει να προσδιορίσουμε µια συνάρτηση όταν Ἑέρουμε 
την παράγωγο αυτής Έχουμε λοιπόν το εξής θεμελιώδες πρόβλημα της Ανάλυσης. 
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ΗΡΟΒΛΗΜΑ Δίνεται µια συνάρτηση [ ορισμένη στο διάστηµα Δ και ζητείται 
µια συνάρτηση Ε παραγωγίσιµη στο Δ τέτοια ώστε, για κάθε 
χεΔ να ισχύει: 

Ε΄ ΞΙΧ). 

Δίνουμε τώρα τον ορισμό: 

Ορισµός Μια συνάρτηση Είς) λέγεται παράγουσα συνάρτηση ἡ απλά 
παράγουσα ή αρχική της Ε(Χ) στο διάστηµα Δ όταν ισχύει: 

Ε΄ (π)Ξ Εκ) για κάθεχεΔ. 
Ἡ Ε λέγεται ακόµη και αντιπαράγωγος της Ε στο Δ. 
Από τον τρόπο που ορίστηκε η αρχική συνάρτηση εύκολα διαπιστώνουμε ότι: 


Πρόταση Αν υπάρχει µια αρχική συνάρτηση Ε της { σε ένα διάστη-ἱ 
μα Α, τότε υπάρχουν άπειρες και μάλιστα είναι όλες οι 
συναρτήσεις της µορφής Ε ας, εΕἴΒ και μόνον αυτές. 


Απόδειξη 

9 Αν ΤΓ είναι µια αρχική συνάρτηση της στο Λ. τότεγια κάθεσε[Βκαιη Ες εἶ- 

γαι µια αρχική συνάρτηση της Γ, αφού (Γ(08) ο) ΞΕ΄(α)Ξήσ). 

6 Αν Ο είναι µια άλλη αρχική συνάρτηση της Γ στο Δ, τότε για κάθε χεδισχύουν. 
Ες) Ξ (κ) και α)Ξξ) 

οπότε ο Ες. 
Αυτό όµως σηµαίνει, ότι υπάρχει µια σταθερά « τέτοια, ώστε για πάθε χεΔ να 

ισχύει: 

σσ) ΞξΕ(ά) ης. 


Ποσρατήρηση 


ϱ. Από την πρόταση αυτή προκύπτει ότι για να βρούμε τις αρχικές µιας 
συνάρτησης Γίὰ), αρκεί να βρούμε µια αρχική Ε(Χ). γιατί οἱ άλλες διαφέ- 
ρουν από αυτήν κατά µια σταθερά. 

9 Επισημοίνουμε ότι κάθε συνάρτηση δεν έχει απαραίτητα µια αρχική. 
Για παράδειγµα η συνάρτηση. 
[ο. χκο 


{ .α 
ος Ἡνκ2ο 


δεν έχει ἀρχική συνάρτηση. 


ἀαδεότητες των αθχεκών συναρτήσεων 


Ἄμεση συνέπεια των κανόνων παραγώγισης είναι οι παρακάτω ιδιότητες που 
δυευκολύνουν τον υπολογισμό των αρχικών συναρτήσεων. 


Αρχική συνάρτηση 
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Αν Γ και 6 εἶναι αρχικές συναρτήσεις των Εχαι 6 αντιστοίχως τότε; 
9 Ἡ αξ είναι αρχική συνάρτησητης αΕ, αε1β. 
189 Η ΓΕ 46 είναι αρχική συνάρτηση της [3-5. 


Από τους τύπους παραγωγίσεως των στοιχειωδών συναρτήσεων προκύπτει 
ο παρακάτω πίνακας αρχικών συναρτήσεων. 


5 Πίνακας αρχικών συναρτήσεων 


πεδίο ορισμού Συνάρτηση {(α) Μια αρχική της Ε] 
κ ῴΞο Εως, «σταθερά 
κ ο ΞΙ Ερ-κ 
κ ΠΟ χνν νε Ν΄ Ε) - κπτο. 
ν1 
χοθήκςο Γρ) χν, νε Ζν{- 1] Ες τι 
. γι 
χο Πα) ς κα αξε Εν{- 1] Ε() - αλ 
α πα. 
χ»θήκς«ο Πω -ἰ- Ἐ() -- Ιπ]κ 
[ 00) - συνχ Ε(9) Ξ ἡμχ 
ΕΚ (ος) Ξ ημχ Ερ)- - συνχ 
Κλίοκν 05] χεζ πο- Είὰ) - εφχ 
Β] ουνὸκ 
οκ] κεζ ποΞ Ε00 -- σφχ 
. ημχ 
κ Επ) - εἴ Ε09 5 εἳ 
Ε {α)-αἲ,αδθ,αγ Ἱ Εα)Ξ- -ἰ αἲ 
Ίπα 


Ολοκληρωτυχός λογισμός. 


58 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
Εφαρμογή 1. 
Ίνα βρεθούν οι αρχικές των συναρτήσεων 
ο) Ὁ ου ο 
κ Γ.. 
ἵν) ο στ ΡΑΣ ν) [α) τ Ια 1! νυ τα) - ἲ- κ 
ος 


ΑΥΣΗ 
κὖ χαι μια αρχική 


18) Μια αρχική της χὸ είναι η ἀν µια αρχική της αχ 


της σταθεράς 2 είναι η2χ. - 
Επομένως µια αρχική της Γείναιη ΕΞ -4 ος χὸ-2χ 


ενώ το σύνολο των αρχικών συναρτήσεων της Εείναι - χα . κ)-ὀχς, Εκ 
-ᾱ 
1 2 


11) Μια αρχική της -ᾱ- είναι η Ιπ]χ/και µια αρχοκή της Χ 
ι χ 
ο... 
είναι η ο κ «ολο. 
η 
2 
ΕΟΞΊπ]χ, α2ύκ Ξ πχ --2ύκ. (ιατίκ»0). 


Επομένως µια αρχική της ἳ είναι η 
ενώ το σύνολο όλων των αρχικών συναρτήσεων της Γ είναι πχ ας 2/χ ο, οΕἷξ 
.. Άρα µνα αρχική της { είναι 


11) Ἡ συνάρτηση { γράφεται : [0 - (0) Ἱηχ αχ -ᾱ 
η Εω}Ξ ΧΙηχ ενώ το σύνολο τῶν αρχικών συναρτήσεων της { είναι 
Χ Ίηχ ο. ος]. 
1ν) Ἡ συνάρτηση [ υράφεται ΕΟ)Ξ συν ὖν. σναν. ««Ἄρα µια αρχική της ἓ 
χΧ 
είναι η Εί)Ξ .. : ενώ το σύνολο των αρχικών συναρτήσεων της { είναι 


σοι οΕἹκ. 


γ) Μια αρχική της Τ είναι ῃ συνάρτηση. 
Εροξκ]πἰχ-χ «250 ήχς«0) 
ενώ το σύνολο όλων των αρχικών συναρτήσεων της Γείναι οἱ συναρτήσεις. 


ΧΙπιχί-χς. 
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ε ν . --- 
νΏ) Η συνάρτηση ἔγράφεταν: Πχ) -- ντ ο κα 


- ενώ το σύνολο όλων των αρχόιών συναρτήσεων. 


κ 


} άρα µια αρχική αυτής, 
ε) 


Χ 


είναι η συνάρτηση ΕΩ) 


της [ είναι: -ᾱ ο, ο. 
ὃς 


παρατήρηση 


Όπως φαίνεται απὀ την προηγούµενη εφαρµογή και όπως θα δούµε και 
στη συνέχεια η εύρεση µιας αρχικής συνάρτησης είναι δυσκολότερη απὀ 
την παραγώγιση, Υνατί δεν υπάρχει ένας γενικός κανόνας µε τον οποίο 
μπορούμε να εργαστούμε. 


Ἐφαρμογή 2 
Έστω η συνάρτηση ἴ(κ) Ξ τον «Να προσδιοριστούν οἱ αραγµατι- 
ε 


|κοί αριθμοί α και β ώστε η συνάρτηση Είκ) Ξ (αχ --β) ε να αποτελεί µια αρ- 
χική συνάρτηση της ἔ στο ΙΕ. 


ΛΥΣΗ 
Θα πρέπει να ισχύει Ε΄ () Ξ (9). Είναι: 
Ε΄ α)ξαε}Τ-ίαχάβ)ε-Ἱξί(α- ακ-β)ε επομένως πρέπει 
(α -αχ -β)εἵ- -ᾱ- ή 
ες 
(4 - αχ -β)ε χει ή α-ακ-βῆςχ ἡή 


(αΕ1)χ{β-αξθ. Συνεπώς πρέπει αξ1Ξ0 και β-αΞθ. Άρα α-ξ-!, βΞ-Ι 


Ἐφαρμογή 3 
Από τις αρχικές συναρτήσεις της Πχ) Ξ 4χὸ - Σνκ .Χ50 να 


προσδιορισθεί εκείνη της οποίας η γραφική παράσταση περνά από το σηµείο 
Αί1. -ἲ). 


ΑΥΣΗ 


Μια αρχική της 4χ2 είναι η 4 ο χαι μια αρχικήτης Ξ κ. είναι η 


Επομένως µια αρχική της ἵ είναι η συνάρτηση κ’ -Χίκ και το σύνολο των 
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αρχικών της ἓ είναι χὶ- χγχ -ο, 

Ἡ ζητούµενη αρχική συνάρτηση Ε πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη Ε(1) Ξ- 1 ἡ 
1-1 ποξ 1 ήςΞξ-! 

που σηµαίνει ότι Ε(Χ) -- χὴ- χὺκ - |. 


Εφαρμογή 4 
Να βρεθούν όλες οἱ συναρτήσεις οι οποίες σε κάθε σηµείο της γραφικής πα-] 
ράστασης αυτών έχουν αυντελεστή διεύθυνσης λ -- 2χ2 -ε 1. Στη συνέχεια να 


προσδιοριστεί εκείνη της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το ση- 
μείο (1. 2). 


ΛΥΣΗ 

Ἕστω Ε µια συνάρτηση της οποίας ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης 

στο σηµείο τετμηµένης κ είναι λ.-- 2χ2 «Ε 1, τότε θα είναι ὡς γνωστόν 
Ε 9) ῶχὲ-ε] 

αι όλες οι αρχικές αυτής είναι οι συναρτήσεις 
γξχόακτο (1). 

Ἡ συνάρτηση από τις (1) της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το 
σηµείο (1. 2) θα είναι εκείνη της οποίας η εξίσωση της θα επαληθεύεται από τις 
συντεταυμένες του σημείου (1. 2). 

Άρα πρέπει Ίὸε]κοξ2 ἡ «Ξ0 
και συνεπώς η ζητούμενη συνάρτηση είναι η ΠΧ) Ξ αχ) -εχ. 


Ἐφαρμογή 5 
Να βρείτετη συνάρτηση ξαν Ε(κ)- τρ οι, (250, κ» 0 


ΑΥΣΗ 


Από τη σχέση Γα) --ἰ 


συνεπάγεται ότι Γ09 εν χο χαι από αυτήν έχουµε 


Κηςι 1 γοφοιΞ ος 

Ἐν σωρό 2 8 
ιναι θµως ή ἡ 

/0)-0 | 1 ες-0 | ο νμ 

8 8 


Επομένως ἕα)----- ἐκδ 
2κ 8 δ 


Αόριστο ολονλήρωμα 6! 


Φ- αόριστο ολορλαίθωια 


Οοσισμµός | Ονοµάζουµε αόριστο ολοκλήρωμα της Ε στο διάστηµα Α το σύ- 
νολο των αρχικών συναρτήσεων αυτής και το συμβολίζουμε 


. ᾱπ . Δηλαδή 


. ἁκ - Είχ) κε, εε Ἱ 


όπου Ε(κ) είναι µια παράγουσο της [ία). 
ϱ Η Ι(Χ) λέγεται και ολοχληρωτέα συνάρτηση παι η χ. µεταβλητή ολοκλήρωσης. 


5 Προφανώς ισχύει: τω αχ - Είχ)αες, εεΙΚ 


9 Το σύμβολο ιο παραπάνω ισότητες δεν σηµαίνει απαραίτητα ολοκλήρωση, 
αφού υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν αρχικές συναρτήσεις χωρίς να είναι ολο- 
κληρώσιμες. 


- Γεωμετοιρή εοεηνεία του αόφριστου 
ολοριληθρώµκεατος 

Ἡ σχέση Υ΄Ξ ἔΧ) δείχνει ότι η γαρφική παράσταση οποιασδήποτε αρχικής 
συνάρτησης ή όπως λέμε οποιασδήποτε ολοκληρωτικής καμπύλης 

ΥΞΕΙΣ) 
είναι τέτοια ώστε η εφαπτομένη της καμπύλης σε οποιοδήποτε δοσμένο σηµείο τε- 
τμηµένης χ έχει διεύθυνση που ορίζεται από την κλίση 

ΥΞί ϱ) 

Με άλλα λόγια, η διεύθυνση της εφαπτοµένης της καμπύλης δίνεται απὀ τη 
σχέση (1) για οποιαδήποτε τιµή της 
μεταβλητής Χ. Το πρόβληµα είναι. 
να βρεθεί αυτή η καμπύλη. Αν κα- 
τασκευάσουµε µια τέτοια ολοκλη- 
ρωτική παμπύλη, όλες οι καμπύλες 
που προκύπτουν µε μετακίνηση 
αυτής κατά µια διεύθυνση 
παράλληλη προς τον άξονα ΟΥ, 
θα έχουν παράλληλες εφαπτοµένες 
µε την ίδια κλίση Υ΄Ξ Ι(κ). Ἡ πα- 
ράλληλη αυτή μετατόπιση είναι 
ισοδύναμη µετο να προσθέσουμε 
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µια σταθερή « στην τεταγµένη της καμπύλης. Τότε η γενική εξίσωση των καμπὺ- 
λών που είναι λύσεις του προβλήματος θα είναι 
ΥΞΓ() -ς. 

Για να ορίσουμε την ακριβή θέση µιας καμπύλης πρέπει να µας δίνεται ένα σή- 
µείο από το οποίο διέρχεται η ολοκληρωτική καμπύλη. Αν για παράδειγµα. η χα- 
μπύλη διέρχεται από το σηµείο (Χς, Υο) τότε λόγωτης (2) θᾳ είναι 

οΞγο- Ες) 
και συνεπώς η αρχωή συνάρτηση που εκανοποιεί την συνθήκη γοξΕ(Χϱ) θα είναι η 
ε)Ξ ΕΩΣ ο - Γίαο). 


Εφαρμογή Ἐ 
Να βρεθούν τα αόριστα ολοκληρώματα. 


Ὁ ᾗαττ(έκ - 1) ὁκ 13) ημ.ᾶκ συν ἐκ ἂχ 


Πο κ λα 1 /ὥσυνκ α εφΖκ) ἂκ 


ΑΥΣΗ 
3) Ισχύει 


ἄ 
κ. αλα ζοωμορω» ωτο, λα 


/μ τν -ὦ ]άι -ιώμοκ-αὔο) ἂ κανά -κ χο, οσταθερά 
πας 


Η) Ισχύει 
/ ην κ συν χά- / (μΧ «συν κ) ημ. ὄκσιν κάκ- 
{ενώ ας] ων Ξως -σῳχ)΄ἂκ-- 
(συνχ. ημχ 
εφακ- σφχ--ο, εσταθερά 
18) Είναι 


Γκλας [ροκ ὃς} ακ- [κκ ὁ κ ῷ ἀκ- 


21 511 
2 ) 4 Ἡ 
/ χει 2 - ο απ. 
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ἵν) Είναι: 


/δουνκ φεφκ) ἀχ - | δσυνκ 4 πι) ἀχ- 
συνίχ 
{συν 4 αΞσιαι αχΞ- συν ο 
συνχ συνκ 


/ δημ «χε εφχ)΄ ἄχ- 5ημκ-χ-ςεφχ--ς όπου ο σταθερά 


Εφαρμογή 2 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 


2χ2 ο 3 
1.14) Γεφκ ἂχ ν) ὁκ α-θ, κο 
Ίαχ τε Ὁ 
ΛΥΣΗ 
Είναι: 
ο -ἵ--- -υ ο .- 
αχ α αχ α 


Ξ-ἳ Ἱπαχ κο που ο σταθερά. 
α 


[κά ας ᾗι σον ος [ο αρθ κο): ᾱκ- 
2κ 3 3 2χ23 . 


ο Ππ2χἱᾶς, ς σταθερά 
11) ορ Σο... }΄ αχ Ξ 
συνχ συνκ 


Ξ-Ιπσυν]ςο ὧπου ς σταθερά, 


ου... 
ἵαχαδ "ᾱ 2γαχςὃ 


Ξ](2 ϱ) αχ - 
ας ερ) ἀκ 


Ξ«2γακιβγο ότου ο σταθερά. 
α 
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ΑΣΙΚΗΣΕΙΣ 


1. Να βρείτε τις αρχικές των συνάρτησε- 
ων. 


θΗχ)Ξ 


3χ -2χ451 


υπ σου 
κ 

πο ἔρος Ἡ τὰ 
μα 


2. Να βρείτε τις αρχικές των συνάρτησε- 


ων. 
βία) σκσὔτι 


14) ἔκ) επ" συνκ 


Πο ισα 
4 γημὸχ 
ὑπ ο 
συνν 


3. Να βρεθεί η εξίσωση των καμπύλων 
στις οποίες ο συντελεστής της εφαπτοµέ- 
νης σε κάθε σηµείο είναι ίσος µε το διπλά- 
ονο τῆς τετµηµένης. 

4. Να βρείτε τα ολοκληρώματα 


πο 


(μι ην 
εα 
ἂν) ον. 0) ὁχ 


ν {ες ᾱς 
8 -χκὸ 


6. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα 


Τ.Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα 


8. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώμµατα 


5. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα . 


[] Γεια 
Β Γκανάς 


14) / (συνακ - ημῦκ) ἁχ 


« α 

'..- ἂν 

1) ο κουλὰ 

. ιδ 
η) ᾗ(ουνακ πμ) ἁχ 


ἂν) ΓΓιονὰς 


ν/ 1 ἀκ,α-θο 


χ2-αὖ 
ο κηττι ἁχ 
Ὁ { 1Τσονα ἀς Όκχαπ 


1489) άς 


σ Τεφκ 


ον χ. 


: 

ϱ ας Ἡ ᾱς 

) εἔωρ μεσα ὰς 
σνύχ 


Ασκήσεις 
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9. Να προσδιοριστούν οι πραγματικοί 
αριθμοί α χαιβ ώστε να ισχύει 


τα κδ)ετ 


10. Να βρείτε τη συνάρτηση ἔ αν 


ῦΕ ᾧ--εἳ « συνκ και [0-2 
θΡΩΞ0 και {)Ξ-2 ναι Ὁ-4 


ἄφ[οο-1 και Εθ)--- και Γ0- 1 
2 


11. Να προσδιοριστούν οι πραγματικοί 
αριθμοί α. Ὁ. Υ ώστε η συνάρτηση 


ΕΞ (ακ2 «χα ΥΥ3 -2χ 


να είναι µια αρχική της ἔίκ) Ξκγ3-2χ. 


12, Να προσδιοριστούν τα α και Ὁ ὥστε η 
συνάρτηση 
ΕΞ: 


πο) β λ 
κ) Ξ 
μπος ναν χε[Ι,ςο) 


.αν χε (-οο, 1) 


να είναι πια αρχική της [ο Ξ ε- "συνᾶχ. 


(Ά να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις 
στο Ε µε την ιδιότητα: Γ(α) Εί:χ)λ-α. 
γιά πάθε χεξ και αε(θ, «9), όταν η Ε µια 
αρχικήτης ΓστοΚ. 


14. Να βρείτε συνάρτηση ! θετική για την 
οποία για πάθε κ»20 ισχύει 


ο”... 


παι της οποίας η γραφική παράσταση στο 
σηµείο (1.11) έχει συντεεστή διεύθυνση 1. 


15. Χα βρεθεί συνάρτηση Γμεβκ) 20 για 
κάθε χε [Έ για την οποία ἐχουμεμῃ, ὃ 


οκ) ΞκΗν). 
16. Έστω η συνάρτηση Κὰ) -α--συνχ. Χα 
βρεθεί η αρχική αυτής Ε; της οποίας η τι- 


μήγια κ, -π/2 είναι 1. 


17. Να βρεθούν οι αρχικές συναρτήσεις 
της συνάρτησης ΙΧ) -ημΟχ γα Ἡ «κεΙε. 


18. Έστω η συνάρτηση (ο): 


χ-! 


Να βρεθούν οι αρχικές αυτής. 


0) να αποδείξετε ότι διν υπάρχουν µη 


μηδενιμές συναρτήσεις Γ µε την ιδιότητα 
ΕΟ)ΕίΙ-Χκ)-Ε(κ2) όπου Ε µια αρχική 
της [ στο ΙΕ. 


20. Ἑστω Γ µια συνάρτηση που έχει αρχι- 
κή στο που δεν είναι "ένα προς ένα "'. 
Να αποδείξετε ότι η Γ μηδενίζεται τουλά- 
χιστον σε ἑνα σηµείο. 
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1.6 Η ύπαρξη ιεας αοχιρής συνεχούς 
συνάρτησης 
Έστω συνάρτηση Γ συνεχής στο διάστηµα Δ φρανμένο ή όχι και α ένα αυθαίρε- 
το σλλά σταθερό σηµείο του Δ. . 
Σε κάθε χεΔ αντιστοιχίζουµε την τιµή του ολοχληρώματος / ((ὐ ἀι 
Έτσι ορίζεται στο Α µια συνάρτηση Ε µε Μ 


Εα)Ξ [ο ἁ, κε 
Το επόμενο θεώρηµα εξασφαλίζει αφενός την ύπαρξη µιας αρχικής συνάρτη- 
σης και αφετέρου µας δίνει τη δυνατότητα υπολογισμού της για κάποιες συνεχείς 
συνάρτησεις. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Τη συνάρτηση {{ κ)-/ χωαι την συναντήσαμε στην προηνού - 


νη παράγραφο και μάλιστα αποδείξαµε ότι είναι συνεχής. 


ΘΕΩΡΗΜΑ |Αν η συνάρτηση Ε εἶναι συνεχής στο διάστηµα Δ και αςΔὶ 
κ 
πότε η συνάρτηση Εκ) Ξ { 18) 4: χε Δ΄ εἶναι µια 
Ἰαρχική συνάρτηση τῆς Τ στο Δ, δηλαδή 


Ε΄ (κ) Ξ Γ(κ) για κάθεχεδΔ. 


Απόδειξη 
Ο λόγος μεταβολής της Ε μεταξύτων χε και (κ, ΕΠΕΛ είναι: 


λ.ῦ ν 
: ασ, «Π) - Εα) | - | 
µεικθο, ο ο παν (0 αι- } ΠΟ ἀι|- 

Ι [ / ος / ) 


τα [ ποά Π 
τ ἴτ) ἂτ ο] 


Σύμφωνα όµως µε το θεώρημα μέσης τιµής του ολοχληρωτικού λογισμού 
υπάρχει ἕ, στο Ἀλειστό διάστηµα µε άκρα τα χρ, Χρ ΕΝ. τέτοιο ώστε: 


αἩ 


ΚΟ ἆ τ {9 (Χο «Ε- χο Ξ 8) 
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Ἐπομένως η (1) γράφεται: 


ΕίΧο - Β) - Είω) (6) ο) 
| 


Όταν όµως Π-20. επειδή κος ἙισΧο τἩ Ἡ Χρ Ώςξῃς Χο θα είναι 
1ῃ Ἑ,- χο Ἆσι επειδή ἔ συνεχής θαυσχύει. Ιπῃ [(Ξ --Ιέκο) οπότε «πώ την (2) 
πι μ.ο 


έχουµε 1 μι ο ΕΠ) δηλαδή Ε΄α-Ικ)). 


Άραη Ε είναι ο αζώνι στο Δ καιισχύει Ε΄) Ξ {κ} γιαγάθε κχεδ. 
Παρατήρηση 


9 Άμεση συνέπεια του θεωρήματος είναι: α{Γιωα]-ιω. κεδ 
ᾱκ σα 


9 Στα προηγούμενα οι έννοιες ορισμένο ολομλήρωμα και αρχική συ- 

νάρτηση ορίστηκαν µε εντελώς διαφορετικούς τρόπους. 
Έχει σημασία όµως να τονιστεί ότι προκειµένου για συνεχείς συναρτή- 
σεις σε ένα διάστηµα Δ οι δύο αυτές έννοιες συνδέονται µεταξύ τους 

(όπως αποδεικνύει το προηγούμενο θεώρημα). 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Στο σχολικό βιβλίο όλες οι προτάσεις που σναφέρονται στο ορισμένο ολοκλή- 
ρωµμα προὔποθέτουν ότι η [ είναι συνεχής στο διάστηµα [α, Ὀ]. Για να απαντήσου- 
µε στο ερώτηµα που πολλές φορές τίθεται (είτε συναντάται σε κάποια πράγματι 


» 
κομψή " άσκηση) "αν έχει νόημα το ολοκλήρωμα η Εκ) κ ". όταν Γσυνεχής 
στο (α. Ὁ), παραθέτουμε χωρίς απόδειξη την πρόταση. 


"Αν Γσυνεχής και υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο Ας |α, Ὁ] έτσι ώστε, Ἱια κά- 
θεχε[α, Ρ]ΝΑ να είναι 0) Ξ- ε(κ) τότε: 


Η Ε είναι ολοκληρώσιμη στο [α, Ὁ| και ισχύει ᾗ δα) κ - ᾗη 5) ἀχ 
ο ο 


Θεμελιώδες θεώθρηµµα του ολορληθρωτικού 
λογισμού 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


Αν Ε είναι µια αρχική της συνεχούς συνάρτησης ΓΙ στο 
διάστηµα Δ.καια, β ΕΔ τότε: 


[κ ὃς Ξ Ε(β) - Ε(α) 
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Απόδειξη 


Σύμφωνα µε το θεώρημα (1), µια αρχική της [στον ἄναι ή ἀτ. 


Ἐπομένως υτάρχει µια σταθερά ο τέτοια ώστε για κάθε χεδ ναισχύει: 


/ιῶ 4{Ξ Εα)ο 0) 


Τια κξαπ. -ουμε ο- Γιωαι-Εώνο δηλαδή ε-- Ε(ῶ 
ο 


οπότε η (1) γράφεται: { ((ϱ άτ- Εί9) -Ε(ὼ 

Από την τελευταία ισότητα γιά ΧΞΡβ παίρνουμε : ᾗ Κυ ἀι Ξ Ε(β) - Εία) 
σ 

9 Συνήθως για να απλοποιήσουµετις εκφράσεις µας συμβολίζουμε : 


Γ(β) - Εα)Ξ πο], οπότε η ισότητα του θεωρήματος γράφεται 
[τω ἀκ τς [ε] 


Πορστήρηση 
Το θεμελιώδες θεώρημα του ολομληρωτικού λογισμού µας δίνει µια µέ- 
θοδο υπολογισμού ολοκληρωμάτων όταν γνωρίζουμε µια οποιαδήποτε 
αρχική συνάρτηση της ἔ και είναι γνωστό ὡς θεώρημα ΙοἱδηίΖ - Ναντοη. 


ΟΙ ΓΤΑΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΟ - 
ΝΜΑΤΟΣ ΟΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΘΕΛΜΕΕΙΕΙΟΔΛΟΥΣ 
ΘΕΩΡΗΝΜΑΤΟΣ 


Αν δεχτούμε " αξιωµατικά την αλήθεια τον θεμελειώδους θεωρήματος µπο- 


ρούμε να αποδείξουμε µε τη βοήθεια αυτού, τις ιδιότητες του ορισμένου ολοκλη- 
ρώματος. 


9|Έστω Γ µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα Δ και «. Β,γΕΔ τότε ισχύει: 


ν τ . 
[πω αί- Γκυ αἱ - {κο 4ϊ 
Απόδειξη 


Έστω Ε µια αρχική συνάρτηση της στο Δ, Έχουμε τότε: 


[ιῶ 4ι -- Ε(Θ) - Ε(α) -- Ε(9) - ΕΦ) -- ΕΩ) - Εία) 


Θεμελιώδες θεώρημα. 69 


Είναι όµως Γ(0)- ΕΞ Πω ᾱτ και ΓΕ) - Εία) -[πυ αι. 


9 " 
Ἐπομένως /{ Π0Ό αι Ξ{  ἁἲ -ε | 0 ἆι 


τοορστήοησητ 


1) Ἡ σχέση αυτή είναι αντίστοιχη της σχέσης «Παδίες που ιοχύει στα 
διανύσματα και λέγεται και σχέση «ᾖαδίες στον ολοκληρωτικό λογισμό. 
2) Η παραπάνω ιδιότητα γενικεύεται ὡς εξής. 

Ἀνθέσουμε αγ: Υωμ Χαὶ Υῃ. Ύο. --- Ύν είναι σηµεία του διαστήµα- 
τος {α, ϐ) τότε η Γ είναι συνεχής σε πάθε διάστηµα της µορφής Γή, γι μι]. 


ΓΞ0, 1,2... ν και μπορούμε εύκολα επαγὠγικά να αποδείξουμε ότι; 
κ ρα 
Γωυι-Σ 1 οια 
η 1ο Ἡ 


ΣΡΑΛΜΙΜΜΗΚΟΣΗΤΑ 


9 | Έστω Εἔ και ᾳ δυο συνεχείς συναρτήσεις στο [α, ϐ] καιλ,µ ΕΠ τότε ισχύει: 


ν 
[αι -μϱ) (ας) ἁκ - πε κ να) αι 
Απόδειξη 
Έστω Ε, α ὅνο αρχικές συναρτήσεις των {,δ στο διάστηµα [ᾳ, Ρ]. Τότε η συνάρ- 
τηση λΕ «μα είναι µια αρχική συνάρτηση της λ{ -- μὲ στο [α. Ρ] (προφανώς). 
Έχουμε: 


τᾷ1 «μς) 0) ἀκΞΘΕ μα ϱ)-θΕεμῶα) 


ΞΛΕ(Θ) --μΟ(ϱ) -λΕία) -µα(ο). 


Ξλ Ε(0) - Ε(ω]αμ]α(ϱ) - ο(ω] 


«λ/Γοά κα] εοὰ. 


πορστήρηση 


Για μΞ0 έχουμε τη γνωστή σχέση: {ιν [αλ άχ- λ /ω αχ 
Γ α 
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ΔΜΕΟΝΟΤΟΝΙΑ 
9 | Έστω { συνεχής συνάρτηση στο [α, Ρ] µε Είκ) 5 ϐ για κάθε χε[α, 9] τότε 

ισχύει: 
Γκω ᾱχ 20. 

Απόδειξη 
Έστω Ἐ µια αρχική της Γ στο [α.Ρ]. Επειδή είναι Ε΄ (Χ) Ξ Πα) 30 για κάθε χε[α. Ὁ 
η Εθα είναι αύξουσα στο [α. Ρ| άρα για ας Ὁ θα είναι Εία) « Ε(5) και επειδή 

{ Γ(1) ἀχ Ξ Ε(Ρ) - ία) έχουμε Γι 10) ἂχ 20. 
α α 

παρστήρηση 


Οι άλλες ιδιότητες της µονοτονίας αποδεικνύονται όπως είναι γνωστό 
µε τη βοήθεια της παραπάνω ιδιότητας. 


ΘΕΩΡΗΝΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ Ο41ΟΚΛΗΡΑΟ- 
11ΚΟΥ 4ΟΓΙΗΣΝΕ{ΟΥΣ 


Ἕστω Ε συνεχής συνάρτηση στο [α, Β] τότε υπάρχει εε[α, Ὦ] µε την ιδιότητα 
Γιω αχ 9-19 
Απόδειξη 
Έστω Εος | τθα µια αρχική της στο[α. 5], γε] α.Ὁ 9 


Ἡ Ε ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήματος µέσης τιμής του διαφορικού λογι- 
σμού στο [α, Β] άρα υπάρχει οε (ία. 9) τέτοιο ῴστε : 


τν νο ἡ Εθ)-Εα)- 0 -αΡὸ ἡ 


Γωά-ρ-ωι ο. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Ἡ απόδειξη του θεωρήματος µέσης τιμής µε αυτόν τον τρόπο 
δικαιολογεί πλήρως το ότι ος (α, 5 } χωρίς βέβαια να αποκλείει ναι την ὑπαρξη 
σε [α, Ρ] µε την ίδια ιδιότητα. 


Εφαρμογές ει 


ΕΡΛΡΝΜΟΓΕΣ 


Εφαρμογή Ἐ 


Να υπολογιστούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 


Όπως) αν εν ᾱς, κ20 ὥ τα {ται χεκ 
κ 


: .μι 
14) ε(κ) Ξ Γι αμί ας χεξ ἵν) ες) Ξ χ εἰπεάς κ 0 


ΛΥΣΗ 
8) Ἡ συνάρτηση Ιηχ κ είναι συνεχής στο (0, 4 5) οπότε η Ε είναι µια αρχική 
αυτής στο (0, -ςο). Συνεπώς θᾳ είναι Ε΄ (Χα) ΞΙηχ αχ. Χ50. 
Ἡ) Η συνάρτηση χ / οἳ είναι συνεχής στο ΙΚ άρα η - Γείναι µια αρχική αυτής στο 
ΙΕ επομένως 


] . 
τω-α[[τα]- α |. Σάιᾖ-- --ᾱ-, χεΙκ 
κ. α{ ἑ Ἱ κ / ἡ 8 Ξ 


ὰ ον 


1141). Θεωρούμετη συνάρτηση β(Χ)Ξ. . τηµῖ ἆτ και επειδή η συνάρτηση χημα είνα 


συνεχής στο κ η Ρ είναι µια αρχική αυτής, συνεπώς ϱ΄ (κ) Ξχημχ. 


Είναι όμως : 
Εκ) Ξ (κ) οπότε) Ξξεα)) α΄ ἡ τα) Ξκδημκὲ 0σ) - 2κ2ημχ2. 


κ 
ἓν) Θεωρούμε τη συνάρτηση ϱ(κ) α ἴππι αι. ΧΣ0 η οποία είναι µια αρχική της 
ς 


ΧΙπχ στο (0, -οο) άρα ϱ΄ (κ) Ξχ]τπκ. Είναι όµως. 
Εκ) Ξ ε(χΣ ες!) οπότε Ε α)Ξα΄ (Σε!) (δα Ε΄ ἡ 


Γῶ-λκ[α κ υιαςς 0] 
Παρατήοηση σος 


ο 
ον Ο(5)Ξ .. Κ9) ἆ όπου φίκ) παραγωγίσιµη ουνάρτηση. ἔ συνεχής και 


βία) {πο ᾱτ τότεισχύει ο 3) (φκ) ϕ ο. 
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Εφαρμογή 2 
Να υπολογιστούν οι παράγώγοιτων συναρτήσεων : 
οἷκ κ.α 


9 οΞ/ συντάί, κ50 8) ω-/ ---- χει 
Σα ημί 


ΛΥΣΗ 


1) Θεωρούμε τη συνάρτηση Ρ(1) -' η συνῖτ ᾱτ Χ»5 0 α τυχαίο σταθερό σηµείο 
α 


του (0, αε οο). 
Ἡ Ε είναι µια αρχική της συνὸχ στο (0, «ο άρα παρσγωγίσιµη στο 


(0,199) µε Ε΄ 0) Ξ συνκ. 
Ἡ Ε γράφεται; 


« γν 
πα / συνι ἆἲ -- ή συντάι ή 


ο κ 
σ) -- ον η συν ἀϊ 
Ἅ ἃ 


άρα ἴο)--ε ϱ) 4ΡίΥΧ}. απότην οποία έχουµε 


ἕω--εβ βνκσυ-στ) 4 


14) Θεωρούμε τη συνάρτηση εί) τα 1 --ᾱι ΧΕΙ καια σταθερό 


α 1--ημτ 
(αλλά τυχαίο σηµείο του 1) Ἡ ϱ είναι µια αρχικήτης 1 στο Ἱκ. 
ερ. Τ 1 κημχ 
συνεπώς 6 ος) - --. 
14ημΧ 
: 21 
Ἡ Τ γράφεται : ου ας η - 


κ ο κημτ α 13 ημι 


Εφαρμογέ ζξ] 


αι 
᾽. Ι ο] πα --ᾱι συνεπώς είναι 
αφ ημι α. "Κημῖ 


(κ) - - δ(Χ) ΕΣίΧ ΕΙ) απότην οποία έχουµε: 
Γωγτεωνγεανυ-ανυ/ ἡ 


Πο ο α  ----- 


τε ημίκ 14 ημα 0) 


Εφαρµογή 5 
Να υπολογιστούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων ς, ον άν) μν 
ἂ Σ 
1) Εεἰα) - {κ 18) 4. χε Ι όπου Γσυνεχής στο Ικ. νὰ ο 
" μὸ κά 
κ». 
αεα 


9 
1) Ε(κ) 5 / κ; Ἰηϊ 4ϊ, κ» 0. 
Π 


ΛΥΣΗ 
Ὁ Ἡ συνάρτηση Ε γράφεται: Εα)-ςκ η πὈὰ 


Θεωρούμε τη συνάρτηση είκ)Ξ { 10 ἀϊ η οποία είναι µια αρχική της {στο Ιπ 
Ὀ 

άραρ΄ ο) Ξ ἄχ). 

Ἐίναι όµως: Εάα)Ξκ-ε(κ) άρα Ε΄)Ξ 6) Εκ) Έχε (κ). 


Συνεπώς ῶ- / 1ο ἁτ -- χ[(κ). 
ο 


αι 
Ἡ) Η συνάρτηση Ε γράφεται: Εῴ)- κ / Ἱπά. 


[ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση ε(α)Ξ / Ίπι ά η οποία είναι µια αρχική της Ίηχ 
ᾳ 
στο (0. 4ο) άρα ϱ΄ (Χ) Ξἰηχ. 
Έχουμε τώρα: 


ΕΟΟ Ξ χ2ε(κ ΕΙ) άρα Ε ΩΩ Ξα) εκ) κχλε/ αυ υ 


" 
η Εα-2κείκ- 1) Εχλπ(χ 1) ἡ Εώ οκ Ίπί ατ --χὲ [ηχος 1) 
ο 
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Ἐφαρμογή 4 


Έστω συνάρτηση Εκ) παραγωγίσιµη στο Π. Να υπολογιστεί η Γ΄ όταν ισχύει 


υ 
{ εις συνίάι-θ 
α ο 


ΛΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση εί] Ξ ᾗ εἴ ἁτ, Επειδή η εἳ είναι συνεχής στο ΙΚκ θα 
ἄ 
έχουµε 5΄0)Ξεἳ. Όμρια {[Γουνιοι] Ξ συνκ 
ο 


ο. 
Θέτουμε Επ) Ξ{ εἳ ἄν}. ο ᾱτ. Έχουμε Είκ) -- 5/0) -- / συτάτ. 

ο 
Τποµένως: 


τ΄ ο) Ξ ε/{ο) «Πο -συνχ ή Εα)-εἴ «Γκ συνχ. 
Ἐπειδή Ε(«)Ξ 0θᾳ είναι ΕΞ 0 άρα 

εἴνρα)«συνχ-ο ή Πως τσνκ 
εἴῷ 


Παρατήρηση 


ου 
Ο χανόνας της αλυσίδας σε συναρτήσεις της µορφής Το) 5 ος Π0 4τ 


δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουμε συντομότερα και εποπτικότερα 
την παράγωγο της Ε. 


Ἐφαρμογή 5 
Να υπολογιστεί η παράγωγος της συνάρτησης 


ών ωρα. 
(ο Ίνα 1 ἂν (ΕΙ 
ο 


ΛΥΣΗ 
Ζητούμε να προσδιορίσουμε την αν . 
ι 
Θέτουμε κ η οπότε έχουµε 4γ ο και 
4 4 ἆι 


Εύα, ον -α[[ χε ο)» Ἰώνι. 
ὅᾳ ἆ νο 


Εφαρμογές 15 
Εφαρμογή 6 
Να υπολογίσετε την -ᾱ- μα 
4 ῃ ὁ 4 κ 92 
ΛΥΣΗ ῇ 1 Ἡ 1 : 
Το ολοκλήρωμα Ἰράφεται / τε ἐμ ἀχ 
ΗΕΡΡΑΗ ϱ 4 « 3χ2 ϱ 4 - 3χΣ ὦ 4  3χΣ 
3 ρ 
εξ η, Ι. ακ- / Γ ὁ 
ο 4 4 Αχ ο 4  3χ2 


Αν θέσουμε α5 12 χαι υξΙΣτότεη (1) γράφεται: 
3 ἳ 


1 πμ -- 1. ἂν 


ὃ 4 - 3χὲ 3 -- 3χ- 044 χὲ 


και συνεπώς: 
ὀ [ 
/ [ «|-α ᾖ/ . |] ' ᾱ |ὰν 
Πο 4μ ο 4 ,λκ2 4 ἆν [04 «κ ᾱτ 


ες ορ. σε Ες. τε 
4 αδιξ 4-4 4 3ύ 


Ἐφαρμογή 7 


Να βρείτε συνάρτηση Εἔ που είναι συνεχής στο [0, π/ 2] και για την οποία 


ισχύει: / {(9 αί Ξ- ημχ - 1. Ποια πρέπει να είναι η τιµή του α; 
α 2 


ΑΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο ίσα, ΣΙ ἁρα η συνάρτηση σ)Ξ / ((ὐ αι 
είναι παραγωγίσιµη µε Σ΄ 6) Ξ Πχ). Από την ισότητα 
στο / ΠΡ ἡτ -- ημχ τας έχουμε: α)Ξ- πικ εν ἡ ἡ Πχ) Ξ συνχ. 


Ἡ συνάρτηση Τζ) Ξ συνχκ επαληθεύει τη σχέση { συνί ἁἲ 5 ημχ - Σ 
α 
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Ἡ σχέση αυτή για Χξα γίνεται 


0-ημα-Ι. ή ηµα- ρα αξσ. 
ημ 2 π Τμ. ϱ 6 


Ἐφαρμογή 58 
Να βρεθεί συνάρτηση Ε µε ΕΣ) -ὲ 0 και παραγωγίσιµη µε πεδίο ορισμού το] 
(3/2, 99) όταν 


ω6 2 
ω-2/ ϱ(0 4) 
ΑΥΣΗ ζ 
Απότην (1) έχουµε: πο-έο ή πω ἄχΞ ας ή 
ἔο 
αρ μήε ἡ ελ κκεὸ ὁ ρε Ἡ ο) 
α]κ- δν -ᾱ ας 


Ἡ ()) για ΧΞΙ δίνει Π1)-2, Απότην (2) έχουµε ΙΠ1)ξ- . Γ 
«ο 


Ἄρα πμ ἡ 242ς-Ξ-ἵΙ ή ο-- 3 επομένως [π)Ξ 
Ίο 2 


Εφαρμογή 9 
| 
Ἂν η συνάρτηση Ε είναι συνεχής καιγια κάθε χε:θ, ος 


ισχύει 


μα 
{ Πθ αι «1 κε 1 
α 


να βρείτε την τιµή ο.) ὁ 


ΛΥΣΗ 
ιν 
Θέτουμε Ε9) ας Η:9 ἀτ και θεωρούμε τη συνάρτηση εί9) ολ ΠΌ ἁτ. Επειδή { 
Ὀ ο 
συνεχής στο [ος | Σ είναι παρα κυγίσιµη στο αἳ] καιισχύει Ε΄ ο) Ξ κ). 
2 Ε 2 Ἡ 
Είναι : Εκ) Ξ δίημα) άρα Ε΄} Ξξ Ε΄ (μα) (μα) Ξσυνχ. {ημκ). 
Είναι ακόµη Εκ) -ύδΧ2 1 ή Ε΄(Χ)-2Υ3 κ. επομένως συνκ - [(ημκ) -2γᾶχ, 


απότην οποίαγια ας έχουμε 
6 


σον τε[ιὰ | 2 ή Ἑια)ῃ-ας ή 8 ]-τ.. 


Εφαρμογές 


Εφαρμογή 10 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 


3 3 
. Γα ἳ. π }) αχ 1) { Φσυνὸκ - 1) ἂκ 


-α 
πἩ Ακ 1})α [ 
κ. .. ῳ ἤ γα 

οἱ 1 
γ) /Γ αυνακ απ νι) / ". ἀχ 

ή κ πσαστεην 

χα1 
ΑΥΣΗ 
1 2 
αλ μα γοχ) --2. 


Ὀ Ενα / οκ 1.2 ἁ- αλ] - 
τς κ ) αι Ἱ 6 


Π). Είναι Γοσυνκ- ἡ ὁς- [ συνον ὀχΞ 1 ἆῃμα -ημθ- ὁ 


ο 
' 3 ἳ 
«ο Εῇ ἠδνιο, ὄ κ Ἰδκ.. 
114) να } 01) 9. /0-5-8 
ων. 
Ξ]οχ 6] εΧ; - 1 - 612 
- 8 
ᾱ- η 
εκ. - 
ἓν) Είναι κ. Ιλ όκ-| κ κι -Ιογ. 8 
͵ γα. 3 1] 3 3 
9 


ν) Είναι ο. ο. 
ο 1 


λίαν ἕν ᾱ-(Ύ αι) 


ο 
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Εφαρμογή 11 

ισση » τε |θ,1} 
[οκ εα , χε[- 1, ϐ) 
Να αποδειχθεί ότι είναι συνεχής και να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


ῃ 
πως. 
α 
ΑΥΣΗ 


Ἡ Τ είναι συνεχής στο (0, 11 ως ρίζα συνεχούς συναρτήσεως και συνεχής στο 
{- 10) ὡς πολυωνυμεκή. 


Ἔστω συνάρτηση {ἵ µε Εσχ)Ξ 


Είναι Πθ)Ξ 1. πι [α) - πι Ύχ τί 5, πιο) - ΗπιοκΙ)- 1 
κ-οἳ κα κος κο 


άρα π[ είναι συνεχής και στο 0 συνεπώς [ συνεχής στο [- 1. {] ἁρα ολοκληρώσι- 
μη σ' αυτό. 


Είναι Γ πο άς) ως. [Γιωὰ- 
/Γοινναε ήτα 


20/2 -ι). 
3 


Εφαρμογή 12 
ἵνα υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 


: : 
α) / κὲ - 1] ἂκ Β) { Ἰημχ - συνχ! ἂπ 
-α ο 


ΛΥΣΗ 
α) Όταν χε(- ο», - Π] ο) [, -- ο) είναι ΙΧ - | 


χ)- 1 και όταν χε[- 1, 1] είναι 


2 


Ικ2- 1 Ξ5 - (αἱ - ΙΤ). Διαπιστώνουμε λοιπόν ότι στο διάστηµα [- 2, - 1] είναι 
κα σχὲ-1. 

Στο διάστηµα {- 1, ΠΠ] είναι ΙΧ” - Πἰ-- -(Χ2 - 1) και 

Στο διάστηµα [1, 2] εἶναι |χ2- 1 Ξ ὰ 
Απόμη η χὸ - { εἶναι συνεχής στο Ικ άρα χαι στο |[- 2.2] και συνεπώς και η κ) - ΙΙ 
είναι συνεχής στο [-2.2]. 
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Εφαρμογές 
Έχουμε τώρα 


Γκ. ἤ Επ... γκ νε) )ακ- 


-β8.κ] ΗΕ η ει. 


1 Ξ 
β) Για χε [ο, ει είναι ημχ ςαυνα χαιτια χε -- Σ] είναι ημχ 2 συνχ. 


Ακόμη η συνάρτηση σί(χ) - μα - συνγχ εἶναι συνεχής στο ΙΑ άρα και Ἰ 


ΙΕ(Χ)! Ξ ἵημκ - συνχ! συνεχής στο ΙΕ. 
Έχουμε λοιπόν : 


2 ἆ 
[]ωωκ «συνχ ἀχΞ { («ημχ -ε συνχ) ἆκ αμ -συνχ) χ - 
ο ο α 


Π 


Ξ [ουν -- ημχ ῥ - -συνχ -ημχ | 


2492 -ι) 


βεπτοιω 


Εφαρμογή 13 αν η 
Ώ /μωυ αι) αν ανθ τ α)) 


Να αποδείξετε ότι : 
2 


3 


ω/ῇυ1α) ω] ακ- . 


ΛΥΣΗ 
Όβμαι { ακὐά-ακο/ ιώ-ᾳ κοίε])-ά τθά-ὦ 
Επομένως 


Γ[Γανοἆ)α- Γακυς-ωδ-α κ α-ωας- 


2 Π 2 
- χὸ .ακυ-σγ 
μα Ἡ ο. 


ο άρα [ιο)ν- 


/Γ ο-ωά-μ-α/ 14 -ᾷὢ-ὠς-α επομένως. 
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ΓΕ μα]ο)α- ο-ωα-ωὰ-θ-ω{ α-ωὰ- 


1 4 
Ξᾷ-ω[αῇ -ακ]”. ϱ -αἱ δαν - ανα 
πώ α 


πρ αυ) αν α- 
Ξ(ρ α} αὖν 


αμ Ῥρεεὴ. α-αἳ 
2 2 


Ἐφαρμογή 14 


Να βρεθεί αξΙΕ τέτοιο ώστε να ισχύει 


ατα 
.] (9 ν4κ) κ - τν ᾱ) 


ΛΥΣΗ 


αι 
Ἡ (1) γράφεται 2 (διά) 25 ή 
[ση τα 
4 4Χ 


αι . - 
ο. 525 ἡ Σία να) -αἲ 8 αγ[-α-ς25 ἡ 
ι . 


(αἲ1) -αἲ εΙό-50 ἡή αἲ «4α)- 6α24α-ί-αἲ---5-θ ἡ 
4α «δα κ4ας33-0 ἡἠ [.-λ]αά κ ίλα2όσο ή 
2 


Άρα α- 


ο 


Η εξίσωση 4α7 -- Ί2α --22Ξ0 δεν έχει ρίζες στο Ι γιατί έχει δ «6. 


Ἐφαρμογή 15 


Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης - εΆ -χεΆ και µετά να υπολογι- 
Ιστούν τα όρια. 


« « 
1). Ηἶπι / ε. Ἱκ ἀχ 11) -ῃ ε-ἕχ ἀχ 
Ό κοπο 


ΑΥΣΗ 
Είναι(-εῦ-χ-εὮ ς-θ- κ) -ᾱ-) 


κε λ(-χ)΄- 
Ξςλ-οἈεχ: κ. 
που σηµαίνει ότι µια αρχική της κε-Χ είναιη -ε-"-χολ 


άρα ο κον ἀχ- 
ω 


εε-κεής- 
ο 


Ἐφαρμογές 


πο πι ασ πη ϱ οὸ 41. επομένως 


5 
Π] μπ{ κολκὰ ο 


α το” ο ανκε ϱπ 


γιατίµε 1’ Ηοςρίται έχουµε: [ἶπι εδ ιεῖ.- 


αο ϱς ανκε ϱα 


1) πι ᾗ ο χ αχ - Ιπι ελ ὰ γε, τα. λκὰ 


αοἽο «0. ρα 


Εφαρμογή τό 


Ἔστω δύο πολυώνυµα µε ρητούς συντελεστές Ρ(κ) και ϱίκ) µε µίκ)-0. 
8) Να δειχθεί ότι αν το ϱ(χ) είναι διαιρέτης του Ρ(Χ) τότε 


Ῥ(α). ἀ 
ὰ πεη χε 
149) Η αντίστροφη πρόταση αληθεύει: 


ΑΥΣΗ 

Αφού το Ε(Χ) είναι διαιρέτης του Ρ(Σ) υπάρχει πολυώνυµο φίκ) τέτοιο, ώστε 
ρα 5 εφ. 

Το φίκ) είναι της µορφής: 


φα)ξακγκαι ταις φαιχγα,. όπου α.αμ.. ἂν ΕΟ 


Ἆαι βαθµ. φίκ) «βαθµ.: ε(9) Ξβαθμ. Ρ(9) 


' ' 
5 Ρῶῃ εθθ” φ0) 5 
Ἆρα / ση αχ - πα ἄχ- . φ χΞ- 


/ (αν χ" φαν. ανω, ξαι ΧΑ 6ο) ἀχΞ 
ο 


σν ορ ἄν-ι 
νε1 ν 
αμ. ΕΟ παινεΝ. 
{8) Ἡ αντίστροφη πρόταση δεν αληθεύει 
Για παράδειγµα αν Ρ(4)Ξ «2κ. εκ) Ξ(1 --κ2}. 


θνεησ Ἔσος 9) 


διότια 


.θ 1εο αι ΣίΧ) δεν διαιρεί ΡίΧ). 
2 
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Εφαρμογή 17 
Να αποδειχθεί ότι αν Ε συνεχής συνάρτηση στο [0, 1] και υπάρχει νΕΝ᾽ τέ- 
τοιο ώστε: 


ῄ 
κο ὄχ- 19 Σε... Ἡςν νΣ 1 τότε υπάρχει 
Π 2, ν 


χος (0,1) µε Πίκος λος, 
-ᾶο 


ΑΥΣΗ 
Θεωρούμε στο [0, 1] τη συνάρτηση (συνεχής) 
εα)Ξἴ) -α αχ αχ ων σαν) (). Τότε. 


' Π 1 Π . 
α Ξ- [ πι ν- 1 .3 τ - χΣ 
Γκω αχ Ξ/ Τρ) ἄκ Γων θων ντ 1) ἀχ. Γκω ἂχ β . Σ -- 


' 
τς κ. οκ «η ἁγιωτ σα 
[ ἡ Ψ' 
Σύμφωνα µε το θεώρηµα της μέσης τιµής τοῦ ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
Ἶ 
κρε (0. Ὦ) µε Είχο (1-05 [κο ἀχΞ0 


και ἄρα από την (1) έχουµε : 


Εο) 51 ΕΧογ.. χο - 


Εφαρμογή 18 
Έστω Εἔ µια συνεχής συνάρτηση στο [0.1] µε 


1 
[κο αι 5 αοπὴ για κάθε χε [0,1]. και Ε µια αρχική 
της Ε στο [0.1]. Να αποδείξετε ότι 


1) Ε) .[κ {(κ) κ κ [πο ἅκχ 
α Ό 


2 [ 54 
.. (κ) ἂκ Ξ 


8) Γάο κ» 


ω 
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ΛΥΣΗ 
1) Είναι: [κ ΕΦ) Ξσ {Χ) -- Ε(Χ) άρα 


' 
{[ῇι ο τὰ-κιδιε πθά ἡ 
ο ᾳ ὦ 
ἰκ ελ - [Γκι όος {εκ ή 
9 ο 


πυςΓκπωάς Γεωὰ 


' 
2) Είναι [ο ἁτ - ΕΚ!) -Εί) 2 πα, άρα 


1 1 1 
Ε/ ἁκ-/ Εα ὁκ Σ ---- 
ευ όν - ᾗ Κων ᾗ 


Π 
λόγω του. 1) ερωτήματος / κἴπ) κ 2 ι 
ο 8 


ν 
οῇ 
μν 
8. 
Ἀ 
ῃ 
ωχ. 
3 


3) Ισχύει προφανώς : (κ) -κὴ220 ἡ Ε) Ξ2κίκ) - κ; επομένως: 


Γίωὰ .3[κίρς- | κ.ά 52 
[ ο ο 4 134 


Εφαρμογή 19ο 


2. 
Έστω το ολοκλήρωμα απ) - { πει αἱ. κ- 0. 


Να βρεθεί το όριο :;Πἶπι Ι(κ) . 
κο 


ΑΥΣΗ 
συνοι. 1 -2ημ 


Ισχύει :----- 
τ τ 


ας 3 ωἩ 
κο- ο - 14.2 
ο [ ἃ- 


επομένως 


ον ες 
πμτα ϱ) 
τ 


ον 
Είναι / .αι ΞΓια[α[ 1οσς Ιη2ΙΧΙ - ΙηΙχὶ - μα” 112. 
.. ΧΙ 


Σύμφωνα µετο θεώρημα της µέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
6, ΕΙκ, 2Χ] τέτοιο ώστε: 


κά Ολοκληρωτικός λογισμός 
1)Ξ0χκ- κ): Κο) όπου Τ η συνάρτηση ΓΚς--- πιά ἡ Ἰρθῤτακν ος ας 
τ ο 


Όταν κ-» 0 προφανώς και ο ---0. Έχουμε ΠΠ ημος ππι τς, ς-0, 
α-ο Ὁ α- 


Ἐπομένως ΠπιΙα)Ξ0. 
α-θ 
Απότην (1) έχουµε (9) ΞΙΠ2 -2Ι6) συνεπώς πα 1) - 
χο 


Εφαρμογή 20 
Θεωρούμε το πολυώνυµο Ρ(κ) µε πραγματικούς συντελεστές και 


"βαθμός Ρ(α) ""52.Αν Ρ΄ (α) 5 0 και Ρ(θ) Ξ0., Ρ(4) Ξ 1 να αποδείξετε ότι 
3 κ [ΓΠνω κκ ρω] ας ς να. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ πολνυωνυμική συνάρτηση Ρ και η παράγωγος Ρ΄ αυτής είναι συνεχείς στο ΤΕ. 


άρα και στο [0, 1]. 


αι 
Ἰσχύει Ρ4) «χρα)-ε- Ἡ 2ρ0) οπότε 


. [ρή) ας κρ(ϱ] ός Ξ/ ὃν μ Β -] κς1 


Π -αἳ οκ 
Όταν κε [6.Π είναι -{ «-ᾱὶ «0 άρα εὖκεὸ κα ἡ-- «εξ κ. 
2 να {8 
Είναι όμως Ρ΄ (κ) 20 συνεπώς η Ρ είναι γνησίως αὔξουσα, Επειδή Ρ(9Ξ 0 θα 
είναι Ρ00 50 για κάθε χε(θ, Γ] επομένως. αἲ ΄ 
χρ(κ) ΕΡ΄ 6)20 γιακάθε χε[θ, 1]άρα [μᾶ : ν 
5 ο. Ἡ . 
Έχουμε λοιπόν σα εξΡῶ]ςε2ιε2ρ) ς|εΣ ρ) 
γε 
5 «σκι, Ἡ { α 
άρα 4 εν εξ Ρο) ο ε ὁ [εξ ΡΟ] ς 2ροοὴ αχ 
γς ο ο 


ὁ- Ἱ 
ς. 4 κ Ἡ 
ή πο [ἐ Ρ(3) ὅ κι κ) ρω], 
α . ᾱ 
ή κας ἔρω- ο] «ι κκ ε2(ρ) -Ρ(0) ή ο γε «1 ς{ε 
γε. 


Εφρμογέ 55 


ω ον 
ι Γκ { [ρω κκρώ] ὁκ «τε 
ὃ 


Εφαρμογή 21 
Έστω συνάρτηση { θετική και δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0, ἔ]. 


Αν ΜὺΞ / Ύ τά γ)) ᾱκ κα. 5) ", ες) ᾱχ 
ἀ ο 


να αποδείξετεότι (01 (0 - 50 50. 


ΑΥΣΗ 
Επειδή [δυο φορές παραγωγίσιµη στο [0, τ] θᾳ είναι και συνεχής. Άρα: 
Γῶςγτκγῶ; χαι 0- «σώπῷ, επομένως 
; ᾳ 
2γ 1/4) 


τωιὸξτοωῦ 4. 
Ἑΐίναν 5(ΌΞ 9 άρα 5 ωξ( 0 και «ωξ 
Ἐπομένως  οτυς"ω-ίω 0) 


Από τις (1) και (2) έχουε: τωτω- σπΟὸς” 


Εφαρμογή 22 


αν 
Έστω η συνάρτηση Είσ) - / ας, χε]κ. 
ο... 


Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία. 


ΛΥΣΗ 
Τια να μελετήσουμε τη μονοτονία της Ε στο Ι αναζητούμε το πρόσημο της 
Τ΄ στο]. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση ᾳίκ)- { αι. η οποία είναι αρχική της 1 
ο {αμ 


στο άρα σσ) -- ἶ 
... 
Ισχύει: Ες εαθ άρα Εω-ρα- δ΄ ή Εα-2κ 


.. 

Είναι Ε()50 για χ»0 και ΕΟΟ) «0 πιαχς«0 άρα, ΠΕ είναι γνησίως αύξου- 
σα στο δμάστημα [0, ο) και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (- ο», Ο].( Ε συνεχής 
στο 18). 
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Εφαρμογή 235 
Να υπολογίσετε τα ακρότατα της συνάρτησης. 


Εκ) Ξ / (ε- α) ( - 5) 4, χε αςῦδ. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση ΕίΧ) είναι παραγωγίσιµη στο Ἐ µεΓ()ξα-α)-α-θ).Η γ΄ 
έχει οίζεςχι-α, Χ;ΞΌ προφανώς. Έχουμε: 
τν οξ(κ- Ὁ)(κ-α) 
ϱ Ίιαχ-ο τιν αΕΤα)-α-ῦ«0 άρα γιαχ-αηΓ έχειτ. μέγιστο ίσο µε Ε(α) 
9 γιο χ)Ξὓ είναιἙ΄ϱ)Ξδ-α2θ άραγιακΞ Ὁ ΠΕ έχειτ. ελάχιστο ίσο µε Ε(Ρ). 


Είναι κω-{ ἄ-ως-μά-ᾗς ὠὔτκ]ά 
ὦ 


ζὰ-(α./ τά κω/ 1ὰ 
ῦ ῦ 
2 


τος (αξθ)--κθ. 
4 2 


Όμοια βρίσκουμε ότι Εί}ΞΞ α- - (α -- Ὁ) σ 34 αρ’. 


Εφαρμογή 24 
Να βρεθούν οἱ τετμηµένες των σηµείων στα οποία η { παρουσιάζει ελάχιστο! 
και μέγιστο όταν Γ 
τω- [ὲ (0 3ἱ «2) ἀι. 
Ό 


ΑΥΣΗ 

Ἡ Γείναι µια αρχική της συνάρτησης εί) Ξ- ο (2 - ἃκ 2) η οποία εἶναι συνε- 
χής στο Τε. 

Ον τετμηµένες τῶν σημείων στα οποία η { παρουσιάζει ακρότάτα θα αναζητη- 
θούν στις ρίζες της εξίσωσης Γ{4)Ξ0. 

Είναι ΙΓ) Ξ ο 

Ῥίζεςτης {[΄: 

«50 ἡ εἲ ) -ᾱχ--2)--0 ἠχ]-3χ 2-0 άρακ-1 και χ-2. 


Ἐΐναι ακόµη: “«)Ξ ο” (4ὰ5 -12χ4 ο 8χ)--2χ- 3). 
Τιαχς 1 είναι ΓΕ) ξ-εςθ πανγιακ-2 είναι ΕΤ) - εἰό» 0. Επομένως η { 
παρονυσιάζει τοπικό ελάχιστο για Χι- 2 Ἆαι μέγιστο για χο Ἱ, 
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Εφαρμογή 25 
Ἔστω η συνάρτηση Εί9) Ξ Γω - ὃχ - 2) ἀχ, ΤΕ Ικ. 
ο 
Να βρεθούν τα διαστήματα µονοτονίας, τα ἀκρότατα, τα σηµεία 


καμπής, το Ἱίπι Είκ). Να γίνει πίνακας μεταβολών και πρόχειρη 
νεα 


γραφική παράσταση. 


ΛΥΣΗ 
Είναι Επὺ -- το 3τ 42. 
6 Ρίζες και πρόσηµοτης Ε΄. 

ε-θ ή 242 -0. Άρα η Ε΄ έχει ρίζες ἵιξ-2. Ὁξ- 1 και συνεπώς 
στο διάστηµα (-2.- 1} είναι Ε΄ (Ό «Ο ενώ για τεί- ο, -2) 1651. 199) εἶναι Ε΄ (9250. 
9 Ρίζες και πρόσημο της Ε”. 

Είναι ΕΞ 214 3 άραῃ Ε" έχει ρίζα ἴο ο μα παισια ἵ5- . είναι 


ΕπὈ»0. ενώγια τ η είναι Γ9 «0. 


πι 


. 3 
ο Είναι τος { οφ ἡκ άν ΙΧ κ ὀ κος -ἶ κδή κά, 
9 δε ο δν 


Π] 
Επομένως 
ο πι Ε() -- [πι 1. τὸ σος ο ΙίπΕί)Ξ [πι 1. ὁ ---ᾱο 
Ενα ον] ας νατον 


ϱ. /ΠΙίνακας μεταβολών 


α Για 1--2 η Ε έχει τοπικό μέγιστο 


ο 
δελ Ξ- 
3 2 


ς 


ων 


π-/ ὐα ὅχ 2) ἀχ- - 
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ο Για {Ξξ- ἶ τπ Ε έχει τοπικό ελάχιστο 
ι « -ο 
η- -/{ υ- ἃχ αν 2) Ακ «σε 2 κέικ ον] - 
90 3 5 1 6 
9 Στο διάστηµα [-2.- 1] η Ε είναι γνησίώς φθίνουσα ενώ σε κάθε ένα απὀ τα δια- 
στήµατα (-ο-, - 2]. [- 1. 59) είναι γνησίως αύξουσα. 


ο Στο σηµείο [ 3 Ε Ε 1] η ος έχει καμπή και στο διάστηµα Ε 9ο, η] ης 
2 ὃς 2 


στρέφει τα κοίλα κάτῳ ενώ στο διάστηµα Ε 3 ”.] ης στρέφει τα κοίλᾳ άνω. 
2. 


2 
Είναι ε]-{ αξ 4 ἃχ 2) ὁχ- 
2 


ο 


άρα το σηµείο μαμπής εἶναι το [ αν έ 3] Φ 
2 


Εφαρμογή 26 


[κ κά. Γποάικείών) {0ο 
Χο 
Ἐστω η συνάρτηση Ε µε Είκ)- 
Ἴ γε αν κ-0 
όπου Ε συνεχής συνάρτηση στο[α, β] µεαςθςβ. 
9 Να οριστείτο γ ώστεη Ε να είναι συνεχής στος; Ξ 0. 
13) Αποδείξτε κατόπιν ότι η Ε είναι παραγωγίσιµη στο [α, 9] και βρείτετην Ε΄. 


ἘΕφαρμογέι 


ΑΥΣΗ 


{) Για χ-θ είναι Εα] -- 


δημ] - { ἵ 
ο ης ᾷ τ{ῦ ἀπ 


{ τ{ΠΌ ἁπ { τ{)) απ 


Έστω Μ η μέγιστη της !ἳ | στο [α, Β]. Για χ» 0 έχουµε: 


μ. «[Γαποιὰ-  υθιάς [τα 


κ 


« |κημ1 
«ημά]- 


κκ] ῶὤ 


ΞΜ ας 
2 


| 
π 


πν 
2 
Ομοίως γιαχς« 0. . 


Ἐπομένως η (1) γράφεται Γα)| 5 κΣ χξ 


και επειδή πηᾖο 4 33) Ξ0 
κ-θ 2 

θα είναι Ππιξ() - 0 και επειδή Είθ)ΞΥ αρέπει /Ξ0. 
κο 


18) Τια καθ είναι ΤΩΟΞ αα ημ. π - ή τπο 4) Ξ 
ο 


Ξοκημ «κ συν Ε{ 1} «κ - 2κημΙ. -συν 1 -κί 
Ξ2κημς εκ συν {1} Χ{) 2χημς συν ΧΧ). 
Στοχρξθ ., χε[αθ)ω(0,51 είναι: 


η 


τν ἁ 
λω--ΕΟ Ξπο Ξκημί - ζ 
Χ χ χ 


Είναι |κημ! [ΙκΙ πο ΧΙ Θ. ρα Επι Χημά -0. 
[ Χ κος Α-»ο .. 


ης τρ 


Ἡ παράσταση Ὁ Ἆα ΧΞΟ παίρνει τηµορφή ια 3 [/ τ1ϱ) ἂν σνακ) 
0 ζ 


χαι επειδή πληρούνται οι προὐποθέσεις του κανόνα Τ’ ΗοσρίιαΙ έχουμε: 
ᾗ τ 1) ἀτ 
πι ο ο -ΙΙπικ[ς)- 0- 0) -- 0. 
του Σ. χ.ο 
Ἆρα Ιἴπῃ λίΧ)-0. συνεπώς Ε΄(ΘΞ0 
χο 
[ον πμὰ.- τσυν { «κ [), χο 
Τελικά έχουµε: Ε/Α) Ἴ - 


εαν κΞ0 
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Εφαρμογή 27 
Για χ, Υ ΕΙΒ να αποδείξετε ότι : 
[ημχ -ημγ [σ]κ-γ| 


ΑΥΣΗ . 
ϱ Έστωκ «υγ ισχύει τότε: / συνί ἆτ] 


» 
ε- ο]. Ίσυνι 4 


Ἡ συνάρτηση ημί είναι µια αρχικήτης συνί άρα 
3 ὴ . ἳ 
ψ συνι ἀπ] Ξ|{[ ημι 11] «{ ἰσυνή ἂτ ἡ [ημν - ημχ «{ Ίσυνέ ϊ «{ 1 ἂτ 
ἡ ΤημΥ - ημχίς γ-κξ!γ-κί. 
Αν Υςχ βρίσκουμε όμοια ότι: 
{ημε -ημγίς χ-ΥξΞΙΧ-ΥΙ 
τελικώς έχουµε για Λάθε χ.Υγ ΕΙ τησχέση Ιημχ- ημγις Ικ-γΙ 


Εφαρμογή 28 


Άνθκςαςβ αποδείξτε ότι αντε 5 ες 


νλ Ίπα -Ιπβ 
ΑΣΥΣΗ 
Τια κάθε 15 1 ισχύει απ Ὀδά ἡ 1» 2... 
2 αυ 
α κ. 
Ἆρα θα είναι . ἂν οι ἁ  ἱ) 
2 τ τα νυν 
Π συνάρτηση Ιπκ είναι µια αρχική της ᾱ και ῃ συνάρτηση τα 1 
... 
9 π. 
Είναι µια αρχική της -- ο οπύτεη (1) γίνεται. 1 [Πχ] 520518 ή 
αμ κ)” 2 ο. το 
. 1η µ . πι] »2 -] ή Θυμίζουµε ότι όταν {κ 5 6(Χ) 
τ Ἱ 


.. γνα κάθε χε[α.ϱ] τότε σύµφωνα µε 
το θεώρηµα της µέσης τιµής του 
ολοκληρωτικού λογισμού έχουµε; 


1 -α 
πα πῃ 
β-α ᾱ- 


α-β 


(είναι θ«αςβ άρα Ιπβ 2 Ίπα ή ]πβ- πα» 0) 


Ῥ 5 
ή ἔσκ) ἆχ / ΕίΧ) ἂχ ας β 


ή 


3 008 πα) 5 
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Ἐφαρμογή29 


Ἔστω η συνάρτηση ἔ συνεχής στο [0, «---)που ικανοποιεί τη συνθήκη 


Γὰ ϐ ί 


Να αποδειχθεί ότι {(04)-0. 


«ημᾷκ γιακάθε κΣ0. 


ΛΥΣΗ 
Η Γ είναι συνεχής στο [0, 4-9») ἁρα έχει αρχικὲς συναρτήσεις. Έστῳ Ε µια αρχική 
συνάρτηση της Γ στο [0, ---ο). Έχουμε: 
ππι 19Ο «νη αι [ωσαι 
αι νρ ἃκ. μα 


ΓΕ ῶ)ιΞ κ 


«αι 1 μόν]- παν) 


κ. 


Είναι όμως Ε΄ 0) Ξ 9) για κάθε χε[Ώ, --α) οπότε Ε΄(θ) - ΚΟ) άρα Ι(οιςο0 
συνεπώς Π0)Ξ0., 


Εφαρμογή 30 
Έστω { παραγωγέσιµη συνάρτηση µε {(0)Ξ0 καιθςΕ΄(κ)ς1 γιακάθεχ»0, 
Αποδείξτε ότι: 


ε . 2 
Για κάθε κ20 έχουμε [δω 4 «{/{ ε(9) α) ψ 
ἤ ο 


ΑΥΣΗ 


Απότη σχέση Οςε΄(Ός 1 έχουμε ος [γωα «Για ἠθξςίοσκ 
ο ω 


για κάθε χ20. : : ο 
Θεωρούμε τη συνάρτηση ΕΞ { Π9 4 - [ Π πο 4) 
ο ο 


Η ΓΕ είναι παρανωγίσιµηγιακ 20 µε 
πα ο : . 
ΕΞΠ-2 ζω 4 / πο α) υ] 
Εν Αα) ι ου ο) 2 ε 
κ 0] / Π0 ἁἲ -) -- σα) [ ο) 1 μ] αἱ 6) 
Παίρνουμε εζ0 -- (ο -αᾗ ΠΟ) άι. Είναι ε/) - 21) οἱ) (ζω Ξ ὴ) κ άρα 


Ε{«) φθίνουσα, οπότε για χ 2 0 έχουµε εκ) ςε(0) ή Ε 2 ο αχ 0. 
ο 
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Ἐπομένως η (2) γίνεται : 
ΕΞ 15) [δω- 2 / 9 αἱ κο 
ο 


Άρα ΠΕ φθίνουσα στο [0, --σ). Συνεπώς για κ20 είναι ΓΕ) ςΕΟΞΟ ἡ 


Ὁ α 3 « α , 
3 . η 
[ος [Γως) κο ή {δω κ (ος) 


Εφαρμογή 351. 


Να βρεθεί συνάρτηση Ε παραγωγίσιµη στο [0. «ο») όταν : 


κά Γκυ ας 5 (κ -1) Γκ). 


ΑΥΣΗ 
Ίσχύει κ») [ίτ) ἄτ Εμ... 
Ό σ ο υ 
Άρα ἡ ᾱ κά κυί. «4. 
Ἡ συνάρτηση Ρί) αγ. (1 -- ΚΌ) ἁτ. είναι παραγωγίσιµη στο [0, οσο) µε 
ο 


Ε΄) Ξ 1 Ηχ). Επομένως απότην (1) έχουµε: 
εἰ) θ[ακυ (ο) ο ο ο τς λα) 


ἡ Γῶς -. ρα Γκ)ςΙηιΌάο () 
Χτ] 


Απότην (1) για χΞΘ έχουµε Π0)Ξ0 χαι απότην (2) γιακ-0 [Ό)ξς άρα 
5Ξ0 ναι επομένως ΙΧ) 5 Ιπ(] κ). 


Εφαρμογή 32 
Έστω ἕ µιά συνεχής συνάρτηση στο ΊΒ για την οποία ισχύει η σχέση: 


Γω ἀτδ(ϱ αν κεκ 


Να αποδείξετε ότι η ἴ είναι της µορφής Τ(κ) Ξ εχ 4 Κ σε καθένα από τα δια- 
στήµατα (- ο», ϐ } και ( 0, --ο»). 


ΑΥΣΗ 


Από το θεώρημα της µέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει 
ο εΙΟ, Χ] τέτοιο ώστε : 


Εφαρμογές 9 


ή ΠΌ ἀιξ χο) 
ο] 
Επομένως από την (1) θα έχουµε: 2χ Πίο) χα) κ) ἡ 26) Ξ Κχ) κ (2) 
για κάθεχ 0. Όταν χ -»0 τότεχαις -»0 και επειδή η ἔ συνεχής στο Έθα 


έχουμε: πι ἴ(ο) -- 0) και συνεπώς απότην ϱ) {()Ξ Κ. Το πρώτο µέλος της 
ο-0 


(4) είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση και επομένως συμπεραίνουμε ότι και η { είναι 
παραγωγίσιµη για κάθε χεΙΕΒλ [0]. 
Παραγωγίζουµε την (1) Ἆαι έχουµε: 
ο Ξ 3 ἴτορ 4 Κ]-- ον Ρο. κο ϱ) 


Αν θέσουμε Ες) -- {(Χ) - Κ προκύπτει από την (2) ότι (αχ) χε «),κκθ ή 


Σ9 «κε ορ 
κο σα 
) -Κξοκ ἠΗδ)-οιχ ΣΚ. χκθ. Οµοίως γιαχ«θβρίσουε[Όξοκ-κ, 


εω] Ξ0 ἁρα το ή Εί«)ΞειΧ επομένως 


Ἐφαρμογή 335 
Να αποδείξετε ότι µια συνεχής συνάρτηση ἓ στο ΙΒ είναι περιοδική µεῖ 
περίοδο Τ αν καὶ µόνο αν 


κας 
ἥή ΕΠ) 4 -ε {αε, σταθερά) για κάθε χε κ. 


ΛΥΣΗ 
ο Έστω ότι η Τ είναι περιοδική µε περίοδο ΤΕΙ . Άρα για κάθε χε είναι 
κε) Ξ{). 
Θεωρούμε τη συνάρτηση Ε µε: 


κιτ « 
-- κο α-/ Π9 ἀτ, χεῖε. 
ο σ 
Ἐπειδή η ἔ είναι συνεχής, η Ε είναι παραγωγίσιµτ. 
« λατ 
Αν ονοµάσουµε εω-/{ Π0Ό ἀϊ είναι αίΧ - Τ) τη ΚΌ) 4 
ο ο 


όπου 6 παραγωγίσιµη συνάρτήση στο Ικ. 
Συνεπώς Ε(Χ)- είς Τ) - δίκ) άρα 
εω-εαεηικαηρ/-εσοήσεω-εα-τ-εϱ. 
Είναι όµως ϱ΄α) Ξ ΠΧ) άρα ΕὉΞ {κ Τ)- κ) ἡ Γ)ΞΟ άρα Ε σταθερή 
δηλαδή Είά)-ς. 


χηΤτ κατ. 9 
9 Έστω ότι / {0 ἀϊ --ο τότε ή ο) α) Ξ0 ἀρα ἤχ-- Ἠ-ἴΞ0 ή 
κ ο 
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ἐκ «Τ) Ξ Πέ) για χάθε χεΙξ και συνεπώς Ἡ [είναι περιοδική µε περίοδο Τ. 
ΠπαρατήοΏηση 


ε.α 
Από τη σχέση { Πί) ἀῑ -εγια χΞ ϐ παίρνουµεςε - [Γη υαι ὲ 
ό ῇ 


Εφαρμογή 34 
Έστω συνάρτηση ἔ συνεχής στο ΙΒ. Να αποδείξετε ότι η ἔ είναι περιττή αν 
και µόνον αν για κάθε χΕΙ έχουµε: 


[Γκυ ἀΐέ-ο όπου ε σταθερός αριθµός. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ Τείναι συνεχής στο 1 άρα έχει αρχική στο ΙΕ. Έστω Γ η αρχική αυτής τότε 
Εα)ΞΙ0). 
9 Έστω ότι για κάθε χεΙκ είναι: 


/ {4 -ο τότε ΕίΧ)- Ε-χὶ5ς ἡ 
ΕΦ-ΕΟΟΟΥΞοΟ ἡ Γτωστν-ο ἡ 


Γκ) ίςκ)Ξ0 Π Π.χ) Ξ -ἴκ) ἁρα [ περιττή. 
ο Ἑστω Γπεριττή. Είναι τότε [ί- κ) -- - ΠΧ) για κάθε κε κ. 


Θεωρούμε τη συνάρτηση ΕΟΟ) Ξ- π πὺ αι - | πο αι - / θά. 
ν ο ο 


. τα 
Θέτουμε Σα ” {(Ό άι τότε / ΚΌ 4 -- ες- χ). 
ο 0 


Ἐχουμετώρα Ε()-σίχ)-εσ) (0. 
Η ε εἶναι παρανωγίσιµη στο κ ναι ισχύει ε{) Ξ [ο) για πάθε χε κ. 
Ἄρα απότην (1) έχουμε: 
Γπωγτεω-εςσσο ή εω-εσ-εο ἡ 
ΕΞ ἄκ) ἴ-κ)Ξ0 αφού Γπεριττή. 
Ἐπειδή ΕΟΟΞΟ για κάθεχεῖξ,η Ε θα εἶναι σταθερή στο [κ δηλαδή 


Γα)Ξς ἡ Γωα-ς 
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α{Ιαρατήσρηση 
Ἡ σχέση Γιο άτξο ισχύειγια κάθε χε] άρο θα ισχύει και για 


ΧΞ0 έχουµε τότες Ξ0. Συνεπώς έχουµε την πολύ χρήσιμη πρόταση 
"Αν Γπεριττή στο διάστηµα [-α. α] τότε / τὐοαι-θ" 
' 
ο Για παράδειγµα απ κὈ τι συνα κ 0 γιατί η συνάρτηση 


Ε3) Ξ χ”""Ίσυνα είναι περιττή στο Ικ άρα γαι στο |- 1, Π]. 


Εφαρμογή 35 
Αποῦείξτε ότι οι τιµές των παραστάσεων 


[ας αι. [ ο κ. 


αμ ας 


ο ακώ 


είναι ανεξάρτητες τους. 


ΑΥΣΗ ὁ 
1) Θεωρούμε τη συνάρτηση. πως. 1 .. μή, 1 σάϊ και θέτουµε 
ΡΟ ΡΕΗΗΕ σινς 


μασ ότε Ε6)- 1 
ο. τότε Εωτεωτε[). 


Η 6 εἶναι παραγωγίσιµη στο Ε μαι ισχύει ε΄ο)- 
ο ἳ συνεπώς 


παραγωγίσιµη στο (8:99) και ισχύει : ε) Ὦ 
Χ. 


νωτεω- αἱ μα 


Ξ0 ἁρα Εα)Ξς για κάθεχε(θ, 99). 


14 υ... 


19 Θεωρούμε τη συνάρτηση : 


πο ο νο 
ος]. πρ άι- τ α./ |. αι- 
ως γα Ὦ ος γρ ο γᾷ 


ο άρα παι η εᾷ 1] είναι 


μη Ολοκληρωτικός λογισμός 


εστνκ 


4 


ο γιὰ 
1... τ τότε είναι Εο)- - Εί συνσ)  Ρίήμσ) (1). 


Ἡ ν είναι παραγωγίσιµη «ια κά 4- 1) µε Ε΄) Ξ ση : 
γΙ-Χ. 


Απότην (1) λοιπόν έχουµε: 
Ε605 -ε΄{ς συνα) { συνκ)΄- ε/΄ αμα) (Πμ)΄ ή 


Ε6) - -ημχ Ε΄ συνκ) ἁ- συνχ Ε΄ {ημχ) ἡ 


μΣ εσυ 
μα 


Ἔ συνχ 
«συν χ 1 -ημ-κ 


Ε() 5 -ημχ 


γ1 


η ΕΟ)ΞΟ συνεπώς Ε()Ξξς, Ἐΐναι ! σύνχ]ξ συνχ γιατί κᾖ ϱ, :] 
2 


παρατήρηση 


Ἱ 
Ἡ ὮὉ για κΞΙ γίνεται Ε(Τ)Ξ 1 αι 4ϊ άρα για πάθε χε (0. ος) 
Ὁ αγά. 


' 
είναι πο-2/ ο -- 
9 ας 


Εφαρμογή 56 
Έστω η συνάρτηση Ε συνεχής στο Ἠε. Χα αποδείξτε ότι η συνάρτηση 


ΕΞ Γω κ -ω όν τω αι) Δι 


είναι σταθερή στο ΙΒ. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση Ε γράφεται: 


. κ κ Ἡ 
πο -κ{ {(0) αμ - Γωω ᾱυ - Γκὠα όπου φω-/ {9 4 


Ἡ συνάρτηση φ είναι συνεχής στο Ἰκως παραγωγίσιµη στο Ικ. Επίσης η συνάρ- 
τηση Ἡ η) είναι συνεχής στο ΙΒ ὡς Υινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 


Ἐφαρμογές 97 


Είναι: 
ρῶ-ᾖ{ 1). 5] Ξ [Γω α) - ῄ φίν) ω) Ξ 


αν / Κά) αμ εκ κ) -χἴα) -φα)Ξ 
[ 


ν κ 
ει πω ᾱα - ΓΓιω 4-0 ἡ ΕΩ-Ξ0 ρα Εα)-ς όπου ο σταθερά. 
0 0 


Ἐφαρμογή 37 
Έστω { συνεχής συνάρτηση στο [α. ϱ]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει εεία, 1); 
τέτοιο ώστε : 


Γκυ 4: - / Ε(ἰ) ἀ -- (ακὼ - 26) ἴίε). 


ΑΥΣΗ . : 
Θεωρούμε τη συνάρτηση ξ µε ρα) Ξ (κ -α) / ΚΟ ἄτ ος - κ) / πυρά. 


Εξετάζουµε συνθήκες Κοῖ]ε για την δ στο [ᾳ, 5] 
Ὁ Η είναι συνεχής στο [α. ] (ως άθροισµα συνεχών συναρτήσεων). 
1) Ἡ 6 είναι παραγωγίσιµη στο [α, Ρ] µε 


κ 1 Ῥ . 
εω- /{ Γ0 ἁτ ος ας -α) ο) - [οκ ο-ο[{ πο «) Ξ 


κ νἸ 
Ξ ᾗ Εί') 4ἳ -- (κ - α) ἔχ) - / {0 ἁτ -- (0 - κ) (- ο) Ξ 


κ Ὄ 
εᾖ Ε) άι - {Γοά κΟχ-α-)Ιρ). 


Η) Είναι ία) Ξ ε(0)Ξ 0 προφανώς. Άρα υπάρχει οεία, Ὁ) µερ΄ς)Ξ0 ή 
ο ὁ] 
ᾗ {0 ἀι - Γωυας ὤε-α-Β)ΠΦΞ0 ἡ 


Ὁ . 
ᾗ Πθ άί - { ΠΌ ἀϊ -- (α -ε Ὁ - 29) [ί6). 
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Ἐφαρμογή 38 
Να αποδείξετε ότι αν η συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο [α, 5] τότε υπάρχει 
εεία, ϱ) τέτοιο ώστε : 
ν 
/ πὺ αι. 


ΑΥΣΗ Ξ Ῥ 
Θεωρούμετη συνάρτηση Ρ µε εοα)- / τὸ ἄτ ᾗ ποσά. 
ο ς 


{9-0 ή Γκυ αι 


Ἐξετάζουμε συνθήκες Κοῖ]ε γνα την 5 στο [α, Ρ] 
ἢ) Η 6 είναι συνεχής στο [α. ΟΙ. 
Π) Η ρ είναι παραγωγίσιµη στο [α, ϐ] (άρα καιστοία, Ὁ )) 


ο Χ ] αἱ 
05 ω/ θας / τω ἀτ [/ πο «) 
3 α κ 
ν κ { κ ΄ 
Ξ1ς) { 0 ι ε. / ΠΟ ἆϊ Γ / πο 4) 
ο σ 5 
ν « 
κ ο] ας {το αι (- ο) Ξ 
ι. α 


Ξ Πα) " ο «] 


11) Ισχύει ακόμη εία) Ξ ε(ο)Ξ 0. 
άρα υπάρχει οεί(α, ϐ) µε 5950 ή 


9 ο 
19) ῄ {9 ἀι - πο α-ο ι] 


ο Ὀ 
ΚΟΞ0Ο ἡ / Κυ ἁι- { πυά. 


Εφαρμογή 59 


Έστω συνάρτηση { συνεχής στο [ ϐ, ας) µε Εία) 50. 


Γι {9 


Θεωφούμε τη συνάρτηση Είσ)- ο 


.χΧΣ50. 
{:) αί 
9 


Ἠ) Να αποδείξετε ότι για κάθεχ » 0 ισχύει η σχέση Εία) κ. 
Β) Να αποδείξετε ότι η Ε είναι παραγωγίσιµη και να βρεθεί η παράγωγός της. 


11) Να αποδείξετε ότι η Ε είναι αύξουσα στο { 0, ος). 


αντ τς 


Εφαρμογές 00 


ΛΥΣΗ 
Για Οξίςχ παιχ20 θαᾳείναι ΟςτΠῦςχΠΏ άρα: 


{ τκὺάις Γκιοάτν], {(9) αῑ 


Ἱ τ{Ο ἆτ 


συνεπώς [ο) - ----- εσό 
ΚΟ ἀϊ 


1) Ἐπειδή ΠΌ2 0 και 20 είναι ή πὺάι»0 
ο 


κ κ 
Όμως ον συναρτήσεις. { {1) ᾱι και { τ{Ρ άϊ είναι παραγωγίσιµες, οπότε 
ο ο 


η Ἐ είναι παραγωγίσιµη µε 


[δι [] α) Γιο ἄν οδ! {9) ἀι [Γιο α] 


ΕΞ - 


/ Πα] α] 
ᾖ 
κ τω - 9 η τ{ῷ ᾱτ 


Ι / πω αἱ ἴ 


Έχουμε: κα) Γιο αι - ἴο) ν [9 ἀι-- 
ο ο 


ΞΙ9 ᾗν Γιο ᾱι- Γι πὺ αἲξ 0. λόγω του ερωτήματος 1). 
ο ο 


Συνεπώς από την (2) Ε{8)320 για κάθεκ»0 άρα η Σ είναι αύξουσα στο (0, --οο). 


Εφαρμογή 40 
Έστω συνάρτηση Ε συνεχής στο διάστηµα [α. Ρ]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει 


»Β) τέτοιο ώστε: Ξε-«Φ ΑΕ᾽ ως 
ἒε {(α. Β) τέτοιο ώστε: {ίΞ) ως ν 
ΑΥΣΗ : 
Ε υά 


Θεωρούμε τη συνάρτηση Εώ)ξε . Κα -αίκ-ο). 


ΜΙΧΑΗΛΙΔΗΣ ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ 
ΦΟΙΤΗΤΗΣ Μ.Π.Ι. 
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Επειδή η Τ είναι συνεχής στο [α. 5] η Ε είναι παραγωγίσιµη στο [α. Ὁ| (άρα σὺ- 
νεχής). Είναι Εία) -- Ε() Ξ 0 (προφανώς) συνεπώς ισχύουν οι συνθήκες του θεώ- 
ρήματος ΚοΙῖε για την Ε στο [α, Ρ] άρα υπάρχει Ἑεία, Ὁ) τέτοιο ώστε ΕΞ) -0. 


. ἡ [ωα {ζωα 
Είναι κω-([ιωα]ε” α-αα-υοκετ  ἆ-υγκ-αξ. 


τω τρα 
Ξί ο ἂ-α)α-ῦε"  ΟΌκ-α-θ)Ξξ 


{πο 


ά 
Ξε ΠΟ (« -α) (κ -Β)«2χ-α -δ] 
Συνεπώς όταν Γ(Ξ)Ξ0 έχουµε ισοδύναμα 
0-2ξ 
α){ξ - 8) 


8 ς-α)ξ-ν)ε2ξ-α-ο-0 ἡ Π8Ξ 


Εφαρμογή 41 
Έστω Ε συνεχής συνάρτηση στο [α. Β] µε ἔία) Ε(9) 4 0. Με τη βοήθεια του 
θεωρήματος Βοἴ{ε για την συνάρτηση 


ν δν 
Εκ) Ξίκ - ω/ {(ἲ) ἀ κ (κ - ν/ κο αἱ, κ εἶα, ϱ]. 


αποδείξτε το θεώρημα της µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισμού. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ Ε εἶναι παραγωγίσιµη στο [α, Β] άρα ισχύουν οι δύο πρώτες συνθήκες του 
Κοῖις. 
Ἐέναι ακόµη Γί6) Ξ Ε(Ρ}Ξ0. 
Συνεπώς υπάρχει Ἑεία, ϐ) τέτοιο ώστε Ε5)Ξ0. 


Είναι Είχ)--(κ- ο {Ό ἁτ-ε (κ - ν/ Πθά. Άρα 


Γωά-α-ω[{ Ἱῷα) υπ -Ἡ πο α) 
ᾗ ς ὁ ἤ 


ή Ρως. ωὰ-ᾱ ως ωά κα: 1) 
ν α 


ΕΞ 


« ν 
ἡ Εῶ-(α -β) ος πρας { τωα ι 


ν 
ΓΕ) Ξ ία - 5) Πχ) 4 / ΠΟ ᾱτ. Είναι τώρα Ε«9ΡΞ0 ἡ 
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ή ος / ωάςο ή Γποά ο δι 


Εφαρμογή 42 


Έστω { µια συνάρτηση συνεχής στο [α, Ὁ]. Να αποδείξετε ότι υπάρ- 


χει ξεία, Ὦ) τέτοιο ώστε {(8) -- 1 /ω ες, 
πας 


ΛΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση Ε µε Σα) -Ὁ) / ὐάι, χε[α,θ]. 
α 
Ἡ Ε είναι παραγωγίσιµη στο Τα, Ρ] και ισχύει Ε(α) Ξ Ε(Ρ) - 0 συνεπώς ικανοποι- 
οὗνται οι συνθήκες του θεωρήματος ΚΟΙε για την Ε στο [α, Ρ] άρα υπάρχει 


ξεία, ϐ) µες(ϐ-0. 


Τίνοι ΕΞ / {0 ᾱἲ -- αα - Ὁ) ἴσ) 


επομένως κ. τι ς(Ε-Ρ)ΠΡΞΟ ἡ Πξ)- ἳ Ἔ / θα. 


Ἐφαρμογή 435 
Ἔστω [ συνεχής συνάρτηση µε ΓίΧ) Σ ϐ για κάθε κ ΕΙΒ και Ε µια αρχική] 
αυτής. Αν α, Ἡ θετικοί α -Ν. Αποδείξτε ότι: 


γα 
Παντως [προς ς ΕαΝ: Πὼ 
2ΐα ήα 2ΐα 


ΑΥΣΗ 
π 

Έστω ερ) Ξ / Γ) ὁϊ τότε α΄(α) - ἴ(13) (1ο) συνεχής άρα ΓΠ12) συνεχής) 
αα 
ας 


Αν ω-/ {9 άι τότε φίι)Ξ ε[ναςπ) ρα 


ῄα 


φ(ὺ)-είακῃ )(ήα- - [ία -Ἡ) -- εν 
2Ία 4 


Θεωρούμε τη συνάρτηση 


Μις 
αυ). θά - τα Ρ) Μα) Ἐΐναι 
α 2ΐα 
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σε {(α--Ἡ) (απ) ΄- 


στο σι 


ο. εν τὴ 
2γαηι 2ἵα 


άρα « γνησίως φθίνουσα συνεπώς για 2 0 είναι σίς« αοΞ 
Όμοια για την άλλη ανισότητα. 


Εφαρμογή 44 
Έστω συνάρτηση { δυο φορές παραγωγίσιµη στο [α, Ὁ] µε Ε (κ) 20 για κάθε] 


χε[α, Ὁ]. 
Να αποδείξετε ότι: (6 - α) Ε ο δν α πά ἃς εί ών δεις πο) 


ΑΥΣΗ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση Ε µε 


κ 
ΕΞ / Εθ ας -« ται τ] κεία, δ. 
α 2 
Είναι ΕΞ Ισ) - πη)- -- τε] (4). Έστωχεία, Ὁ]. 
Τια την Γ ισχύει το θεώρημα µέσης τιµής του διαφορικού λογισμού στο διάστη- 
μα εα. κ άρα υπάρχει ο Ε ε. ᾽ τέτοιο ώστε 
κ) - ]- χΧ-αρ (9. 
: ες ρω Χτα [ο µία) 
Ἡ (1) γράφεται τώρα ΓΕ) σα ., (6) ή 5 ) 0) 
Γιατην Ε΄ ισχύει το θεώρημα µέσης τιµής του διαφορικού λογισμού στο 
ο ο ο ο 
άρα η (2) γίνεται Ε’{Ξ)30 άρα Ε αύξουσα στο [α, 0] και συνεπώς για Ό2α θα 


είναι. ΕΟΦ)Σ Εία)Ξ0 δηλαδή 


/ ο ο 5θή, 


{ θά 5 - αμ]. 
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Εντελώς ανάλογα δουλεύουμε για το άλλο σκέλος της ανισότητας. 


ἤΠαρατήοηση 
Όταν Γ«) «0 τότεισχύει η ανισότητα : 


ϱ-ω[ῶ στ] « { αλ ὁν ς δω]. 


2.4 
Ειοῳφαθρμογέςτου θεµιελεώδους θεωρήματος 


Στην παράγραφο αυτή θα παραθέσουµε μερικές εφαρμογές του θεμελιώδους θε- 
ὠρήματος σε προβλήµατα των φυσικών, κοινωνικών και άλλων επιστημών. 

Στις περιπτώσεις αυτές ζητούµε να υπολογίσουμε µε χάποια ακρίβεια ένα πεπε- 
ρασμένο άθροισµα που παριστάνει την τιµή µιας ποσότητας. Αλλά όταν ένας πο- 
λύ μεγάλος αριθµός προαθετέων απαιτείται ια την ακρίβεια που ζητάμε, εἶναι ᾱ- 
πλούστερο να περάσουμε στο όριο και να εργαστούμε µε το αντίστοιχο ορισμένο 
ολοκλήρωμα. 

Λυτή η διαδικασία οδηγεί στην κατασκευή διαφόρων μοντέλων για φυσκά µεγέ- 
θη στα οποία το ολοκλήρωμα είναι η " ακριβής " έκφραση του υπολογισμού του 
φυσικού αυτού μεγέθους. 

Τα προβλήματα αυτά γενικά τίθενται ὡς εξής: 

40 
ἀς 
Οἱ) Ξ Ο, ενός μεγέθους Ο(:). Μετην προὐπόθεση τώρα ότι ο ρυθμός μεταβολής 


9 Υποθέτουμε ότι γνωρίζουμε το ρυθμό μεταβολής Ἆαι την αρχωιή τιµή 


ο είναι συνεχής συνάρτηση του τ. σύμφωνα µε το θεμελιώδες θεώρημα 


' 
έχουμε: { Ο΄α) άά - Ο(0) - Ο(9) και συνεπώς 


τ 
ο(υ ος / ο/(0) ὁᾳ | (1) 
1 


Για παράδειγµα ας δούµε γενικά το πρόβλημα της κίνησης ενός κινητού πάνω 
στον άξονα. 

Ἕστω κ(Ώ η συντεταγµένη του δηλαδή η συνάρτηση που εκφράζει τη θέση του πι- 
νητού πάνω στον άξονα, τη χρονική στιγµή τ. υ() η ταχύτητά του και γί) η επι- 
τάχυνσήτου. 

Επειδή κ΄ (Όξ υ() λόγωτης (1). έχουµε: 
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τ « 
Χ()Ξ Χο / Χα) 4μ «χο { αυ) 4α (0) 
υ τρ 
όπου χο είναι το σηµείο στο οποίο ήταν το κινητό κατά τη χρονική στιγµή; 
Ανάλογα για την ταχύτητα έχουµε: 
τς 


1(Ρ Ξ Ὁο ἀ η υ(.) ἀμ Ξ Μαρ]. γω άν () 


όπου ν, η ταχύτητα τον κινητού κατά τη χρονική στιγµή!τ;. 


ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 


Ἐφαρμογή 

Ἡ ταχύτητα ενός κινητού δίνεται από την εξίσωση υ - 3ἱ3 -- 24 πι/ 5ες. Γνωρί- 
ξουμµε ότι το χρόνο 2 5εε το Ἀινητό διάνυσε διάστηµα 5 Ξ 12 πι. Να βρεθεί η εξί- 
ώση τής κίνησης. 


ΛΥΣΗ 
Είναι. δ(1) Ξ δο-Ε { υ(α) ἄν 
ο 
Από τον τύπο αυτόν γιατΞθ,ι{-2 5(0Ξ 5(0)ΞΙ2 Ἆαιυ Ξ3:/ -2ἱ έχουµε: 
[6ος ᾗ θὰ 20) ἂν ἡ 12-5ο4 [μμ ἡ δο- 0 
και συνεπώς η εξίσωση της ίνησης είναι, 


5ος / πω ἡ ο) ὁ 


Εφαρμογή 2 

Ένα κινητό εκτελεί ευθύγραµµη κίνηση. Ἡ αρχή των χρόνων και η αρχή των 
διαστηµότων συμπίπτουν (δηλαδή για {- 0 είναι και 5 Ξ ϐ). Η ταχύτητα δένεταε] 
από την εξίσωση υ Ξ 2ημ2ΐ - ηµί24). Να υπολογιστεί το διάστηµα πον αντιστοι- 
χεί στη χρονική στιγµή { και η εξίσωση της επιτάχυνσης. 


ΛΥΣΗ 


Ἱ 
Είναι ο(ὐΞξ τὴ ααλάα µε 5ο. 
ο 
π 
Άρα σί)- { 2ημ ημσα ἂν - [ημλα]ς Ξ ημί. 
Ό 


Είναι ΥΞ - Ξ(ημ ημ20)΄ -- 4ημ1 (4συντ - 1). 
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Εντελώς ανάλονα δουλεύουμε για το άλλο σκέλος της ανισότητας. 


παρατήρηση 
Όταν α) «0 τότεισχύει η ανισότητα : 


ο-ωᾖὢ τς] « { [00 ὁχ « πο ' 


2.4 
αᾳφαομκογέςτου θεμελιώδους θεωρίήµκιατος 


Στην παράγραφο αυτή θα παραθέσουµε μερικές εφαρμογές του θεμελιώδους 0ε- 
ὠρήματος σε προβλήµατα τῶν φυσικών, κοινωνικών και άλλων επιστημών. 

Στις περιπτώσεις αυτές ζητούμε να υπολογίσουμε µε κάποια ακρίβεια ένα πεπε- 
ῥασμένο άθροισμα που παριστάνει την τιµή µιας ποσότητας. Αλλά όταν ένας πο- 
λύ μεγάλος αριθµός προσθετέων απαιτείται για την ακρίβεια που ζητάμε, είναι α- 
π]ούστερο να περάσουμε στο όριο Ἆαι να εργαστούμε µε το αντίστοιχο ορισμένο 
ολοκλήρωμα. 

Αυτή η διαδικασία οδηγεί στην κατασκευή διαφόρων μοντέλων για φυσχά µεγέ- 
θη στα οποία το ολοκλήρωμα είναι η " ακριβής " έκφραση του υπολογισμού του 
φυσικού αυτού μεγέθους. 

Τα προβλήµατα αυτά γενικά τίθενται ὡς εξής: 


9 Ὑποθέτουμε ότι γνωρίζουμε το ρυθμό μεταβολής, 4ο πι την αρχική τιµή 
4 


Ο6)- Ο, ενός μεγέθους Ο(Ώ. Μετην προὐπόθεση τώρα ότι ο ρυθμός μεταβολής 


α- είναι συνεχής συνάρτηση τουτ, σύµφωνα µε το θεμελιώδες θεώρημα 
ι 
έχουμε: ή Ο΄) άᾳ - Ο()) - Ο() ναι συνεπώς 
το 


οί ου. / ϱ΄(0) άά | (0) 
1ο 


Τια παράδειγµα ας δούµε γενικά το πρόβλημα της χίνησης ενός κινητού πάνω 


Έστω χ(τ) η συντεταγµένη του δηλαδή η συνάρτηση που εχφρόζει τη θέση του χι- 
νητού πάνω στον άξονα, τη χρονική στιγµή 1. «(9 η ταχύτητά του και Υ{Ι) η επι- 
τἀχυνσή του. 

Ἐπειδή χ΄(!)Ξξυ() λόγωτης (1). έχουµε: 
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Εφαρμογή 3 

Ἡ ταχύτητα ενός σώματος δίνεται από τη σχέση υ - 2συνί πι/ 5εο. Σε χρόνο, 
ἴ-π/4ςες το σώµα διανύει διάστηµα 5 -10 πι, Να βρεθεί η εξίσωση της κίνη- 
σης. 

ΑΥΣΗ 


π 


3 ] 
Ἔχουμε 5 β)- ᾗ2ανι 4ἵ «5ο ρα Ίος | 2ου 4εκ 5ο ἡ 10 -[2ημ]ὁ κ δο 
ᾗ ν 


συνεπώς 5ο-10 - 12 πι και συνεπώς 569) -{ 2συν 4 -- 5ο 2ημι «10-12 πι. 
ᾳ 


Εφαρμογή 4 

Κινητό Ἐεκινά από το ϐ (αρχή) και στη χρονική στιγµή έ η επιτάχυνση είναι 
Υ({) --16- 6ὲ πι/ 9ες2. Να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυνση όταν το κινητό επει- 
στρέφει στο 0. 


ΑΣΣΗ 


Είναι υκὺΞ η]. γα) ἀμ . 
ο 


Είναι ὉοΞ 0 άρα ικ 


[Γαο- ᾱας 1θα - θ0]ς - Ίος - έπη τες. 
ᾖ 


Ἐΐναι  5()Ξ 5ο [ πκα) απ και για 5οΞ Ὁ έχουμε: 
ο 


50- Γαα -3μ9) ἂν -[σιῦ - υἷ]ς --δύ - εἶπι. 
ᾖ 


Άραγια 5-0 είναι ος -Ὁ-0 ή 6 -ἢ)-0 απότην οποίαέχουµετςθ ήτ- 
5.5ες. Συνεπώς το κινητό επιστρέφει στο Ὁ µετά από χρόνο {-5ες είναι τότε 
ης 25 Π1/5ες καιγς -20πι/ ες. 


Εφαρμογή 5 

Η ειδική θερμότητα 1 Κάι νερού μεταβάλλεται συνάρτηση της θερµυκρα- 
σίας {» Ο σύμφωνα µε το τύπο Ε(9) -Ι -«ϐ, 00004: -- ϐ,0000009 { 2. Να προσδιορι- 
στεί η ποσάτητα θερμότητας για να θερμανθεί 1 πι” νερού από 105 6 και 685. 


ΛΥΣΗ 
Για το 1 πιὸ ο τύπος που δίνει τη µεταβολή της θερμότητας είναι 
πι) -- 1000 «0.01 00009ἱ3 


106 


Ολοκληρωτιώός λογισμό: 


δηλαδή έχουµε .. Ξ 1000 4 0,04: - 0,0009ἱ7. ἁρα η ποσότητα θερμότητας 
ῃ 


“ο 
που απαιτείται είναι ΟΞ- / ἆ1000 -- 0.041 -- 0,000912) ἀτ ή Ο 550134.5 Κα. 
Ὀ 


ΑΣΙΚΗΣΕΙΣ 


'ὰ. Κα υπολογίσετε τα ολοκληθώματα 
1 
0 ασε Ιδά 
ἆ 
8) / συνὸς ἀχ 
9 
ι Π 
ὢ { στσάς 
0 
Ἱ 
1ν) ΓπΑΕω 
5 
3 
κ --- 
Π 
3 
που 
-6 
α 
3 
.” εφζκ 
- 
3 


π 


2 
νι) { (συνχ «συν χ) ἂχ 
ο 
2. Να υπολογίσετ τα ολοκληρώμτα 
Π τς 
λ/ ή η]α. 
ο ἀχ 
ο 
ρ/ ο - μις 
υ ἀκ2 


: 
ὡ, ο (ἲ ας ἃχ -!} 
ση] 


ο 
ν/ κ... 


ς 


3. Να βρεθεί η τιµή του αξεΙξ για την 
οποία ἐχουμε: 


σ 
/ χ! -χ)άχκ-0άκ 
ο 


9 Ίκα-κ)όάχ-θ 
ο 


. Αν η Γείναι 2 φορές παραγωγίσιµη στο 
διάστηµα [- 1,21 να αποδείξετε ότι 


' 
πως, (ο ῶκύθ)λας. 
ο 
5. Ὑπολογίστε τις παραγώγους των συ- 
ναρτήσεων 


ο 
οτω-/ πμ ᾱτ 


ο 


νθιων[[ί ήν 


.. 


/ μὰ 


πὴ τω-/ μιά 


' 


ν 
19) κω-/ α- ο: - 3 


19 Ώ κσυντ 
» 
ώτω-/ ΔΙΩΝ 4 
«αι 


νὸ πω-ῄ/ ημι «) 


6. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι τῶν 
συναρτήσεων 
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λα! 
ρω» - σαι 
Φημ 


Ἡ κο) αχ εἳ ημιζάι 
ο 


μπω γτεξά 


τμκ 


κι 
Άν) Εκ) Ξ/ Ίπτ αι 
α 


ΑΝ 
7. Αν η συνάρτηση Τ έχει συνεχή παράγω- 
Ύο και η γραφική της παράσταση διέρχε- 
ταν από τα σηµεία Α:1, 2) και ΒΩ. 3) να 
2 
βρείτε το / 5) κ 
Π 


8. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα 
Ἱ 
ὃ ή κ αδκ ας 
- 


ον 
Ὀ] η (συνκ] -[ημα!) ἂκ 


3 
υ / πιαχ [α23:2,3Χ] ὁκ 


αμ κδι 


2 
η Γι ὁ όταν α) ιν Χ 
1) ἤ Ὅς) ᾱχ όταν Γα} Ἰνάτνκαι 


Ἀ ὰ παχ[α κε] ἁ 
ἵνὸ ΓΕ; πα]α ! 


(ϱ) λποδεάτεότι μα αν ω]α. Ξ 


5 β] Φ-ὦ.δ «φε«] 


(9 Αν Ρ() 5 αχξ «Ὁχ«Υ και 


κ. 


Ἱ 
{ χερία) ἁ -αι. ΚΞΙ,2.3. 


να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ν 


Ἱ 
ή χε ρίχ), Κ23. 
ο 


1: Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτη- 

σης ε ΣΥ χἲ «261 κ κ 20 «3 και µετά να 

υπολογιστεί το όριο: 

πι { ελκλακ. 
ο 


ου 


Ἂ Ὑποθέτουμε ότι η Ε” είναι συνεχής 
παιότι - 
[ο ημκὰκ -2. 
ο 
Ὅταν είναι Επ) -Ι, Ἱπολογείοτε το {(0). 


19. Αν η συνάρτηση { είναι συνεχής στο 
(014οο) παι για χόθε χε (0, «οο) ισχύει 


ώ 
Ἰ 19) ἀπ χ Ιπ(2χ) 
[ 
: ς ῄε) 
να βρείτε την τιµή ἵμ ) Ἡ 
6 Έστω συνάρτηση Ε συνεχής στο ΠΒ. Να 
αποδείξετε ότι η συνάρτηση 


εο-/ ετταοΚὼ ἂν 


ωανοποιεί τη συνθήκη Ε) - έω ο 9] 


3) Έστω συνάρτηση 1), συνεχής για 
1250 ναι Ὁ -α. Να αποδείξετε ότι η συ- 
νάρτηση ., 


ἳ . 
τω----- ᾗ οκ--- εὔτῦ) ή) ἄν 
αρα 
ικανοποιεί τη συνθήκη 


Ε(Ο (ας ϐ) Ε΄) -αὓξ(ῦ) Ξ {8) 
καιτις συνθήκες Εί0) - ΕΊΟ). 


[ο] Έστω συνάρτηση [ συνεχής για!» 0 
καν 


Ε(Ο / ανω εν) άν, 0 «1. 
ο 


- 
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{πποδοίετε ότι είναι σταθερή στο Ι. 


ΕΤ - 2αΕ{ὺ --α Ε(θΞ ΠΟ 
χαι ὅτι ΕΞ ΕΙ) -0. 


κ Ἔστω συνάρτηση Ε συνεχής στο ΙΕ. 
Νᾶ αποδείξτε ότι η συνάρτηση 
γκ 


υ] ΠΜ ή]; Ισ ά, 
Ἰ σ 


αὔ γεξ 


είναι σταθερή στο Ἱκ. Προσδιορίστε την Ε. 
Ποιό συμπέρασμα προκύπτει; 


ἀμ. Έστω συνάρτηση [ συνεχής στο ΙΒ. 
Να αποδείξτε ότι η συνάρτηση. 


κ χ9γ 
τω-/ (9 ἁἲ - / ο. 
α ων 


Είναν σταθερή, γνα κάθε α, ὃ, Υ ΕΙΚ. 
Ἡροσδιορίστε την Ε. Ποιό συμπέρασμα 
προκύπτει; 


Χὰ. Έστω συνάρτηση ! συνεχής στο Ικ. Να 


αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
αῷ 


τω- ᾗ οά- { αῄαι-βλάι, 
π ουσ 


α-θβεΙκ 
Ἐΐναν σταθερή στο Ικ. Προσδιορίστε την. 
ΓΡ. Τί συμπεραίνετε: 


20. Έστω συνάρτηση [ συνεχής στο ΙΕ. 
Να αποδείξτε ότι η συνάρτηση 


Ε) ὰ [ως ν) ι- ῇ ή ην 


Είναι σταθερή στο ΙΕ. Προσδιορίστε την 
Ε. Ποιό συμπέρασμα προκύπτει; 


δι, Αν Ρ(9) είναι πολνώνυµο το πολύ 
250 βᾳθμοῦ αποδείξτε ότι η συνάρτηση, 


Εο5ρς)- / θὰ 


3, Αν { συνεχής συνάρτηση στο Πε, να 
αποδείξετε ότι η συνάρτηση 


. « 
εα)- Γ πώλά- / κὠά 


είναι σταΏερή στο Τε. Να προσδιορίσετε 
την ΓΕ και να διατυπώσετε το συμπέρασμα 
που προκύπτει. 


Ἂδι Ἔστω Γ συνεχής συνάρτηση στο ΙΚ. Να 
αποδείξετε ότι η συνάρτηση Ε µε 


Ἐσ)- 'ᾳ τά - Γ (ος ϱ) ἆ 
είναι σταθερή στο ΙΕ. 
Χπ. Έστω η συνάρτηση Ε µε 
ΕίΧ)Ξ- { (πί- 1), ΧΣ1. 
Να βρεθεί το είδος της µονοτονίας, τα 


ακρότατα και να εξεταστεί ὡς προς τα 
κοῖλα. 


ὃς Να υπολογιστεί το όριο 


πι / Οτημ {συν }ά. 
τσ σος Π ῃ 


π ' 
3. Έστω κ. ϱημ(πὺά.. 


Να αποδείξετε ότι 
Ἱ 

θοςῆς { Μ ἅ 
ο 


Ὦ) Ππ ΊνΞ0 


(0) Αποδείτε ότι 


1 -2κ ία ἅ «2. 
«ιο γο 


Ασκήσεις 


109 


2κ. Άνη { συνεχής στο [0.1] υπολο- 
ἳ 
γίστε πι κ 8 ᾱ. 
ών πι 3 


3Α. Να υπολογιστείτο όριο: 


κ 


ἴἴπι ας 
«ή τς ὔημι 


2. ΄Έστωη συνάρτηση Ε µε 


κ 
ω-/ 4 χε. 
.... 


Να μελετηθεί ὥς προς τη μονοτονία. 


τ νανα 


-- 4 


ο κ 
Β Να μελετηθεί ὠς προς τη μονοτονία. 
ἢ) Αποδείξτε ότι ἴπι ἔα) κ) 1, 
αλ. 


38. Αποδείξτε ότι Ἡ 


α ἳ 
: ἱ 

143 εί γ4 -συντά «1201 
ο 


. Βρείτε όλες τις παραγωγίσιµες συναρ- 
τήσεις Εποῦ ικανοποιούν τη σχέση 


/ η αι βρ)-4. 
ο 


. Να βρεθεί συνάρτηση Γ παραγωγίσιµη 
στρ (0, ) µε {4) 5 0. για κάθε χε(θ.1) 
γνα την οποία νσχύει 


/ α -βιΦάΞλκ. αε (0,1). 


36, Να βρεθεί συνάρτηση Γ παραγωγίσιµη 
στο ΙΚ᾽ όταν για κάθεχ 0 ισχύει. 


δν 


ν . 
νε] εθά -κίζ). αεν» 


6. Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις 


στο |0,-.ο9) τέτοιες ώστε 


κ « 
µ Ξ/ 1 ιά. 
{ιν ωᾱ-/ συν ἆ 


5. Για 135 να αποδείξετε ότι 


α ο 
ππ--. 
ἁλωσς τον χὲ 5 νι 


χωρίς να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. 
Ἀχ. Να αποδείξετε ότι 


Ἱ 
-... 
ποστ τη 

παι κατόπιν να υπολογίσετε το όριο της 


ἵ 
ακολουθίας αν- / κ) γεΝ. 
ὁ Ταγχὸ 


Αφ. Θεωρούμε τη συνάρτηση 


Να αποδείξετε ὅτι 
Ώ ὕπι Εωκνῶκξ. 
Ἠ) Επεριττή στο 


δ6.ἡ Αποζεῖξτε ότι κ -χὸς ἰπί «χ) εχ 
ια κάθε κε [0, 11 και κατόπιν 


ἵ 
ας {πα κό ς ᾱ-, 
6 "ο 2 


Τὸ Ὑπολογίστε το όριο: 


1 ΓΓπανοὰ ς 
ο 


ο. 
6Χ) υ Να ωιοδείξετε ότι 
ϐ 
χκ2χ-ἅ- χ20. 
ημὶ ὃ 


Ἡ) Να συγκρίνετε τα ολοκληρώματα 


ἳ ἵ 
α[ πμαδΧ και Γ ωναθς 
ο ο 
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4 ᾱ) Να αποδείξετε ότι για κάθε χε ΙΒ. 
{σχύει 
Ε  Χλ«συνκ «1 
2 


β) Να υπολογίσετε το ολονληρώµατα 


43) Χα αποδείξετε ότιαν 1 «αςῦ 
Ἔγουμε κ. 


νε ο κό 


χνακ «(ὐ οὐκ ον 


ΌχΦ-εως 
ὣος] -ᾱ η Γκρ-α 
α Ἱ 


ΜΜ. Έστω συνάρτηση [µε 


αι 


ὅτι γνα κάθε χ ε[θ,Ι]. ισχύει: 


βΗ-κκς {κά τινα κ' 


1 -χς ἐκ, κ» 0. Αποδείξτε 


σοκ Κας ----2 


Ὀ « 
Ἱωα αγ 


Ἀς. Ἔστω Ε µια συνάρτηση ορισμένη γαι 
παρα;ωγίσιµη στο διάστηµα [- 1, Π]. Αν η 
Γ΄ αύξουσα να αποδείξετε ότι 


' 
πο. κ Π- 1) Γ) 

τι 
Ἔστω συνάρτηση Ε συνεχής στο 


3499) µε εί) 20 πον ικανοποιεί τη 
συνθήκη ε6ς τε γ) ΞΕ(Ξ) ΕίΥ) και 


τ 
Γκωα Κ«Μς-οο 
ο 


όπου Μ ανεξάρτητο του. 
Ὦ Να αποδεῖξετε ότι 


400) ς [είς - ϐ) --ϱ(α) Ίγια κάθε α ε(θ, κ) 


κ Να αποδείξετε ότι 1500) 


ὥή. Έστω [ µια συνάρτηση συνεχής στο 

'ημα Τ και 6 µια συνάρτηση ορισμένη 
στο διάστηµα 1 και παραγωγίσιµη στο 
χο ε Ἱτέτοια ώστε είς͵)Ξ 0 και κ΄) 0. 
Να υπολογίσετε το ὁριο 


/{ Ἱωά 
ος τν 


ε 
καν ξίΧ) ἕ 


α) Τον κανόνα 1 ' Ἡορρίαὶ 
β) Χωρίς τον κανόνα 1. Ηοερίταί. 


4β. Έστω Ε µια συνάρτηση συνεχής στο 
διάστηµα [α, ϐ] µε [ζ) 5 0 για κάθε 
χε [α, Β]. Εάν για την Γισχύει 


Ὁ 
/ αλ ὡς Ξ0 να αποδείξετε ότι«Ξ0Ρ. 


{ 


4ρ. Ἔστω µια συνάρτηση ἴ συνεχής στο 
σύνολο Ιξ για την οποία ισχύει: 


ος / τωα «/ α-υιωὰ 


για κάθε χε Ἱκ. 
Να αποδείξετε ότι ἴ(χ) Ξ 0 για κάθε 
χε κ. 


50. Έστω µια συνάρτηση { συνεχής στο 
διάστηµα (0. «οο) µε ἴ(χ) 5 0. Εάν η 1 ἵκα- 
γοποιεί την σχέση Γέχ-ε1) [5 για κάθε 
χε (0, κο) να αποδείξετε ότι η ακολου- 
θία α, µε γενικό όρο 


“ 
κ Ε0) ἁχ εἶναι συγκλίνουσα. 


Ἄ Έστω [ µνα συνάρτηση συνεχής στο 
διάστηµα [α. δ]. Ν' αποδείξετε ότι για κά- 
ϐεκ, Υε ία. Ὁ) ισχύει: 
εκ) -ΕΟ)ΙςΚκ-γ) όπουκ20 
{κ σταθερός) γαι η Ἐ είναι µια αρχική 
συνάρτηση της 1. 


2) Έστω Ε µια συνάρτηση ορισμένη στο 
ὑτάστημα {α, Ρ]. Η ! εἶναι ὅνο φορές πα- 
θαγωγίσιμη στο [α, 8] και ισχύουν 
[(α) -- {0} Ξ0 (09 30..για κάθε χεία, 9 


Ασχήσεις 
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Ὦ Να δείξετε ότι υπάρχουν ϱ,. ϱ, εία. Β) 


τέτοιοι ώστερι «ϱ, και 
(ου - ΓΣ Ν. 

(οι) - Γρ2) ος 

όπου ΜΞπιαχ ((),ασκςυ. 


1) Αν υπάρχει το 


ορ, 
κ”... -- 
α ἴ() σ-α 


Ἂν. Έστω Ε.Β, {, συνεχείς συναρτήσεις 

,ατο [ϐ. 9). 050. Αν Γα)50, 950 µια 

κάθε χε[θ, ϐ) και Ἡ- γνησίως αύξουσα 
2 


να αποδείξετε ότι η συνάρτηση Ε µε 
/ {θά 
ν 


ο 


ΕΞ .χε ϱ 8) ἄναιαξοακε. 


ΑΡΡΘατ 


..Ἑστω { συνάρτηση στο [5] με 


ΚΣ Ογακάθεκ ε{α]. 


Να αποδειξτε ότι ῃ συνάρτηση Ε µε 
κ 
/ (αμο 0 
Ελ τς 
κ 
/ (συντ) [0 ας 


έ Γ « π 
είναι γνησίως αὐξουσα στο η] 


, Έστω { συνεχής στο [0, οσο) µε κ)» 
Ὁ για κάθε κε(θ. «9). Να αποδείξετε ότι 
η συνάρτηση 

/ ΚΟ αϊ 


Εκ) το -εἶναι 
Πα ο. 


αμ στο (0. ος) για κάθενε Ν. 


56. Έστω {, Σ συναρτήσεις στο [α. Ρ] µε 
τις ιδιότητες 

ἢ Εσυνεχής στο [α. «59) 

Π) είς) 0 για κάθε χε[ᾳ. «ο. παρα- 
γωγίσιµη µε Κ/{9) κ 0 για κάθε χε [α, σσ) 
και Ἰπι Ρ(χ)--οο. 

3) Μπι ο) 
ΕίΧ) 


υπάρχει (πεπερασμένο ἡ 


άπειρο). 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 


δ β 
εσ) ανν { ωά χε [ᾳ, ο) 


ἐχειόριο στο «ας και ισχύει 


ἴπι ἴσοσ Ισ ος 
λος απο 


31.Ἑστω Γ µια συνάρτηση συνεχής στο 
διάστηµα [ᾳ, Ρ]. Αποζείστε ότι 


5 
πε ος 1) αχ. ια. 
α ος ἃ α 
όπου πι, Μ Π ελάχιστη και η μέγιστη τιµή 
της ἵ στο διάστηµα [α. |. 


48) Ἔστω { µια συνάρτηση ορισμένη και 
παραγωγίσιµη στο Ἰκµε- α ςἴς) ςα. Να 
αποδείξετε ότι 


πα ης 
ποῖσας {Ιω 


39. Ἐστωσυνάρτηση έ δυο φορές παραγω- 
γίσιµη στο [α. 0] µε Γ” («συνεχή και 
Εα)Ξ (η Κα)ληµίε -α) 


πο] 


ν 
Ώ Να υπολογίσετετο ᾗ Είθάς. 


Όταν ὃ -αξπ και { θετική στο |α. Ρ] ᾱ- 
πωδεῖξτε ότι υπάρχει Έε]α, 9] µε 
(8 ΠΞ) 20. 


60. Ἔστω Ε µια συνάρτηση ορισμένη στο 
δυάστηµα [α. Ρ]. Εάν τ { είναι ὅνο φορές 
παραγωγίσιµη στο [α͵ Ὁ] µε Γη20 .. 
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Ολοκληρωτικός λογισμός 


ν αποδείξετε ότι: 
πό αι Γοράκκας 


αἲΡ-2ε 


νζ 100) ἂχ 


3) ϱ9) 


µε οἙ ία, ϐ). 


ψ. Ἔστω Εἔ µια συνάρτηση παραγωγίσιµη 
στο διάστηµα {(α. Ὦ) µε Ε-α) «9. Να απο- 
δείξετε ότι 


... 


κά ως Γ ων. 


62. Έστω ἔδυο φορές παραγωγίσιµη στο 
[α, Ρ] µε Πχ) 20 για κάθε χε[α, Ὀ] απο- 
δείξετε ότι 

ο 


ᾗ ποά- όν θάκο.. 


63.Έστω Ἡ, ἔ συναρτήσεις ορισμένες στο 
(ία, Θ], Ἡ συνεχής στο [α, Β] ναι 


ἔα)- υΐ ΚΟ άτ. 


Άνπι - μπήπ, Μ Ξ Ἀπιαχ στο |α, Ὁ]. Απο 
δείξετε ότι 


μ αἲς Γρα «Μμῶ-α 
πες / ωά κ 


64. Έσιω { συνεχής και αύξουσα συνάρ- 
τηση στο [α. Ρ]. Να ατοδείξετε ότι για κά- 
θεχεία. ϐ) ισχύει 


μ Γωὼ «ιο τῶὰ 
ο] πωὼ 


65. Έστω µια συνάρτηση Ε συνεχής και 
φθίνουσα στο διάστηµα [α. Β]. Να αποδεί- 
Έετε ότι για χεία, ϐ) τσχύει: 


« 


υ 


εβρ] 


ο --- . 1) 4 
μα. πὺά. 


66. Ἔστω δυο συναρτήσεις {, ϱ ορισμένες, 
στο διάστηµα [α. «ο) µετις εξής ιδιότητες: 
Ώ κ) 50, Ε08) 5 Ό. για κάθε χε[α, 9) 

2) Εσυνεχής στο διάστηµα [α, ο-) 
3) Ε παρσγωγίσιµη στο διάστηµα [ᾳ, ο9) 
4) δ΄ συνεχής στο πεδίο ορισμού της µε 
ε20. 
5) Γα0) ςΛίΧ), χε [α, 99). 
Να δείξετε ότι 
σῷ 
απο 
Γρὐκεία)- ε 


«ΧΕ [ᾳ. 99), 
ὃ. Έστω οι συναρτήσεις ἴ, Ρ συνεχείς στο 


ν 
[α, Ὦ] µε ΓΠπωκώ κο. 
α 


Θεωρούμε τις συναρτήσεις 


τῶ- Γωκωὰν. 


ο 
σω- Κα) ρίκ)άι, χε[α,Ρ]. 


Να αποδείξετε ότι υπάρχει εεία. ϐ) τὲ- 
τοιο ώστε να ιοχύει η σχέση 


ς ε 
ο Πποκωὰ-κ/ Πα) ερο κ, Κ209. 
α α 


Αποζείξετε ακόµη ότι αν Γ.Σ οµόσημες 
στο ία. 9] τότετος είναι μοναδικό. 

.. Έστω ἵ, α συνεχείς συνρτήσεις στο 
α, Ρ] µε Τὰ) 5 0 και ξ) 5 0 για κάθε 
χετα, Ὁ]. Να αποδείξετε ότι νια κάθε θετι- 
κό Κ υπάρχει μοναδικός αριθµός εεία, Ὁ) 
τέτοιος ώστε. 


Γωὰ Γκωα- 
τος. 
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6β. Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις Ε 
στο διάστηµα [0, --οο) που πληρούν τη 


σχέση 
ή τ(ϱ ἀν 
Ὀ 


ἁ. Αν Γ εἰναν µια συνάρτηση συνεχής στο 
διάστηµα [α, ῦ]να κ ὅτι υπάρχει 
οεία. Ὁ) τέτοιο ώστε 


Κο Γ/ [ᾗ 4 - ες κο η 
Ξ ἵς πωά. / ρα 


“Ἀ. Έστω Ε µια συνάρτηση συνεχής στο 
διάστηµα [α. Ρ] µεα 2 0 για την οποία 


συν Ξ--- γιακάθε χ»0. 
τκ 


υ 
ισχύει / [ς) κ -0. 
α 


Να αποδείξετε ότι υπάρχει εεία, ϱ) τέ- 
τοιο ώστε 


ή Γκ) αχ --{(ο), 


76, Έστω Εξ ὅνο συναρτήσεις συνεχείς. 
΄στο διάστηµα [α, Ρ] . Να αποδείξετε ότι 
υπάρχει οΕ (α, Ὁ) τέτοιο ώστε. κ 
ο. 


ν ν 
1(0): κο.) τω: ποα- 


9 
ο) { {0 α] 


" Ἕστω Γ µια συνάρτηση συνεχής στο 
(στηµα {α, Ὁ]. Να αποδείξετε ὅτι υπτάρ- 
χεις εία, Β) τέτοιο ώστε Πα 


ν ς 
Ίπ {(ο) / οσα -σ{ Ἱπρά 
ε α { 


.. Έστω { µια συνάρτηση συνεχής στο 
διάστηµα [0, 1] και Ρ() ένα πολυώνυµο 
μερ(ο)Ξ0. 


5 3) κ ' 
τωσθά ο / εωα» 


δ. Έστω { µια συνάρτηση συνεχής στο 


, ων δρυ ἁλό 


1 
Εάνισχύει / {) ὁχ ΞΡ(1) 
ο 
να αποδείξετε ότι υπάρχει χυε(θ, 1). τέ- 


τοιος ώστε [α;) - Ρ/00). 


΄Έστω Ἡ µια παραγωγίσιµη συνάρτηση 
{6 α] και 


[ιο] -ε /{ (Ικ)- (0) ἀἲ, 


ε)- [δα, χε(ο, α]. 


Να αποδείξετε ότι. 


1 , Ξ - ον 
Ξ / ΕΚΟ ἁΞ [ς) -ς) -εου 
για κόθεχε(θ.α]. 


Ἀφ. Ἕστω συνάρτηση { συνεχής στο [α, Ὁ] 


με[ 53] 40. Να αποδείξετε ότι υπάρ- , 


χεις Εία, 9) µε [ως 9 ως 3 


πυ-2ο 


..Έστω ἴ,β δυο συνεχείς συναρτήσεις. 
διάστηµα [α. Ὀ]. Να αποδειχθεί ότι 
υπάρχει οε(α, Ὁ) τέτοιο ώστε - μ ἃ 


τγ » 


Γι κακο... Ἱ 
ᾳ Ί 


ν 
Ξ η Εκ) ἁχ (0 - ο) {(0) 


διᾶστηµα [0, -ο) µε Γκ) 5 0, Φ µια συ- 
νάρτηση ορισμένη στο [0. 4ο) µε Φ(κ) 50 


και 
κ 


το 
σα 


23 


.. 
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ἢ Να δείξετε ότι γιά κάθε κ » 0. Ισχύει η 
σχέση Φα) σα 

1) Να δείξετε ότι η συνάρτηση Φ είναι 
παραγωγίσιµη και να βρεθεί η παράγωγός 
της. 

Πῇ) Να αποδείξτε ότι η Φ είναι αύξουσα. 


Ἂφ, α) Έστω Ε.Ε συνεχείς συναρτήσεις 
στο [α, Β]. Αν η α διατηρεί σταθερό πρό- 
σηµο στο [α, ϱ] αποδείξτε ότι υπάρχεν 
γετα, Ὀ] τέτοιο ὥστε ν 


5 τν 
/ ρεώσι/, Μί5) ὁχ 


ο Αν Γσυνεχής στο Ἱαποδείξτε ότι 


α 
πα / ΠΟ) ἄδ) λαΙ0). α»ο. 
ας 


νο : 


86. Αν α»0 αποδεῖξτε ὅτι 
' 


ή 2, 

ἡπ | πλ ρα, 

γκο σα χὸ 
- 


84. Να αποδείξτε ότι 


82. Έστω Ρ ἑνα πολυώνυµο µε πραγµατι- 
κούὺς συντετελεστές. Αν ξ είναι η µοναδι- 
κή ρίζα του Ῥ στο διάστηµα {[α, 9] και 
Ρ΄(Ξ) « Ὁ, να αποδείξετε ότι για κάθε 
χεία, δἱ νσχύει, 


ς Ὠ 
[κο 4ξ/ πυὰ 


Ἀξ. Έστω 0 «κι «κ, και η συνάρτηση 
Γπαραγωγίσιμη στο {[0, χι] µε Πχ)240 
για κάθε χε[θ, χο]. τήν µ 


ν τα ϱ ... εν 
Αν --- / {θά - ξ Κὺάι- 
που πρυ Ὁ 


πλ. 
τι ο νΣ2.νΕΝ. 
ν 


να αποδείξετε ότι υπάρχει Ἑεί(χι, χ;) τέ- 
τοιο ώστε (ν - 1) ΠΕ) ΞΣ.({Θ). 


Β4. Αν οι συναρτήσεις Ε, 6 είναι συνεχείς. 
στο [α. 5] µε ϱί(κ) 4 0 για πάθε χε[α, Ὁ] 
τότε υπάρχει Ἑε{α, Ὁ) τέτοιο ώστε 


1) νι [ιῶα 
8 να "ει 


(ββρσιω µια συνάρτηση ! συνεχής στο 1δ. 
συ πληρεί τη σχέση 


(ϐ) Κο Ξλ( κ πι πα 
ο 1κέ 
για πάθε χεΙκ,λε]ε. 
Ὦ Να δείξετε ότι η Ε εἶναι παραγωγίσιµη 
για κάθε χε Πε. 
1) Να δείξετε ότι υπάρχει µια µόνο συ- 
νάρτηση Ε που πληρεί την σχέση (1). 
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ΔΜΕΕΘΟΛΟΙ ΟΙΟ ΚΑ ΗΙΡΟΟΣΗΣ 
Με τη βοήθεια του θεμελιώδους θεωρήματος του ολοκληρωτικού λογισμού. 


Β 
ο υπολογισμός του ορισμένου ολοκληρώματος, “ {ᾳκ) ἀκ ανάγεται στον προσδι- 
α 


ορισμό µια αρχικής συνάρτησης της ἔπου κάτι τέτοιο δεν είναι πάντοτε εὔκολο. 
Οι μέθοδοι που ακολουθούν στηρίζονται σε γνωστούς κανόνες παραγώγησις 
και µας δίνουν τη δυνατότητα να υπολογίσουμε ολοχληρώματα ορισμένων συ- 
ναρτήσεων. 
Θα παραθέσουµε εδώ τη μέθοδο της κατά παράγοντες ολοκλήρωσης παὶ τη µέ- 
θοδο της ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση. 


7.δ Ολοκλήρωση κατά παράγοντες 


Ἡ μέθοδος αυτή στηρίζεται στον κανόνα της παραγώνησις γινομένου συναρτή- 
σεων αι περιγράφεται µε την επόμενη πρόταση. 


Πρόταση Αν οι συναρτήσεις Τ.ᾳ έχουν συνεχείς παραγώγους στο 
[α, Ὀ] τότε 
η ασε’) ἀκ-[εοδε ας - ᾗ υῶῷεῶακ 
α 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 


Ἡ συνάρτηση ΕΡ είναι παραγωγίσιµη στο [α,δ] και ισχύει. 
ααεωο)Ξωεωκίωε 4) 


που σηµαίνει ότι η 1-5 είναι µια αρχική της {Ε΄ 4 ἔ΄Ρ. Εξάλλου οι συναρτήσεις [Ρ 
και [Ε΄ είναι συνεχείς στο [α,β], οπότε σύµφωνα µε το θεμελιώδες θεώρημα του 
ολοκληρωτικού λογισμού ισχύει. 


Ῥ 
Γωεω κ ῶεώ)ὰς- Ίσε ο] 
ὦ 
Ῥ 9 
[ / Ιορε/Φ όν) Γωεθάκ- "ρεας 
ῷ ς 


η ] 
[ / ο ο συ / Γῶ εθο ἂχ 
α α 


Ἡ αντέστοιχη πρόταση για το αόριστο ολοκλήρωμα έχει τη µορφή: 
9 | Αν οι συναρτήσεις ἔ, ϱ έχουν συνεχείς παραγώγους στο [α͵ Ὁ] τότε 


πῶς αα- τω εῶ- Γεὠεωακ 


Ηό6 Ολοκληρωτικός λογισμός 


Παρατηρήσεις 


Όταν εφαρμόσουμε την κατά παράγοντες ολοπλήρωση σε ένα γινόµε- 
νο συναρτήσεων, θεωρούμε έναν από τους παράγοντες ως παράγῶγο 


Β΄ µιας συνάρτησης ε. 


9 Η ολοκλήρωση κατά παράγοντες είναι "επιτυχής" όταν µε την εφαρ- 
μογή καταλήγουμε σε ολοκλήρωμα που είναι απλούστερο από το αρχι- 


κό. 


9 Ἡ μέθοδος αυτή είναι κατάλληλη Ίνα τον υπολογισμό ολοκληρωμά- 


των της µορφής. 
/ι Κιηχ ἅν, ο ημοκ) ἁχ., κκ συνκ) ἀχ, /κ ξευκ χ. 


/ εἴν συνοχ) ὁχ., / εἴ ημ(ϱχ) ἐκ 


ή ακόµη µε επανάληψη της μεθόδου όπως θᾳ δούµε τα επόµενα. σε ΟλΟ- 


Ἠληρώματα της µορφής 
ρω ενας, ρω ημ(οχ) ἀχ. ρω συν(οχ) ἂχ., ρω Ίηχ ἂχ. 


όπου Ρ(9) πολυώνυµο του κ. 
9 Επισημαίνουµε ότι η μέθοδος αυτή δεν εφαρµόζεται όταν 
τί(κ)- Εία)Ξ ε.(ε σταθερά) 


ΕΡΑΡΝΙΟΓΕΣ 


Εφαρμογή α 


Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα. 


ὃν 2 
1) / Χεχ αχ ") [ χ Ίηκ ἀχ 11) / χσυνχ αχ 
9 1 Π 


ΑΥΣΗ 
ϐ Τιατο γινόμενο χεΧ θέτουµε Ε΄ 009ΞεΧ γαι [ία)- κ οπότε: 


1 1 4 1 

ᾗ αρα κο) ας -[ποη1- |, π -- εχόχ- 

90 ο 9 9 
Ξε-[ε](-ε-(ε! -εἴ)Ξι 


1) Θέτουμε ϱ΄ (ΏΞαχ, [(κλΙηχ οπότε 


Γκαν ἀχΞ α κ] κ; ον κ [τε ο (Πχ) ἀκ - 
1 
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11) Θέτουμε Ε΄ («)Ξσυνκ οπότε ρίκ)ξημκ και [κκ οπότε: 


π π π 


Σ μα. αρ, 
/ συνκ αχ- π χ(ημχ) ἀχΞ] χημχ]ή ος / ϱ) ημκ ἀχΞ 
ο ο 9 


ΕΙ 
πα α 


Ξ[χημχ] / χάχ- τσ [  συνκ/ τσ 1. 
[κημκ]ς τς Ἠμ. 5 πο 


Εφαρμογή 2 
Να υπολογιστούν τα αόριστα ολοκληρώματα: 
8) την ἀκ 1.1) ΓΕ των αχ 
ΑΥΣΗ 
Ώ. Θέτουμε 6΄ («)Ξ1 οπότε ε(ὰ)Ξχ και [(κ)ΞΙηχ. 
Έχουμε: 


1ης αχ τὴ (0) ἵηχ ὁκ Ξ χ]ηχ . χ(ηκ) ὁκ ή 


{μη ἄκς Μακ - 1 4 η] 


... κ»0. 


Η) Θέτουμε Ε΄ (Ξ]Ι/Χ οπότε βίκ)ΞΙηχ και [)ΞΙπχ. Έχουμετώρα: 


Γι Ίηκ ἀχ ολ (πχ) Ίπκ ὁχ - Ιπὸκ ο ππνβα κ 


. 1 - 
ἠ [ΓΕ λως ος σμαλκς ᾗ αν ᾱκ 
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ο] η ως Ίπ χα 2ο επομένως 
Τα κὰς-αμᾶκγα 
χ 2 
α[{οαορατήρτηση 
Ἠολλές φορές στην κατά παράγοντες ολοκλήρωση χρησιμοποιούμε το 
πτέχνιυμα” να θέτουµε ὡς Ε΄ (Χ) τον παράγοντα 1 ποὺ µπορεί πάντα να 
γραφει µέσα στο ολοκλήρωμα. Ένα άλλο "τέχνασμα” στην ολοκλήρωση 
χατά παράγοντες είναι η επιλογή του Γ΄ (3) να γίνει πατά τέτοιο τρόπο 
έτσι ώστε το εξαγόµενο (προς υπολογισμό του ολοκληρώματος 1) να 
προκύψει ὣς συνάρτηση πάλι του 1 οπότε λύνουμε την εξίσωση ὡς 
προς Ἱ. 
Εφαρμογή 3 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 
π ὁ 3 
9 / κ2συν2κ ἀκ 1.) : χλιεν ἀχ 
υ 
ΛΥΣΗ 
Ὁ Θέτουμε Ε΄ ῴ)Ξσυνοκ οπύτε Ε(Ξ)ΞΙ/2ημὂκ ναι [()Ξκ2. 
Έχουμε; 
ο πα . νο. π 
/ χξ συν2χ ας /{ {1 ημοκ} αχ ο ὃ αι (3) ημὂχ ὁκ- 
ο ο ων) 2 ο 270 


..] κ ημὂκ χ. (19) 
ο 


Ἐπαναλαμβάνουμε τώρα την μέθοδο για το ολοκλήρωμα (1). 
Θέτουμε πάλι ϱ΄ (χ/Ξημ2χ οπότε ρίΧ}-- 1/2 συνὸκ και [ίχ)ςκ 


α απ . τι 
οι αμοκόκ α[φσοον ] ας «[ 1λσυοκ ['«ὰ 0) συν2χ ἀχ -- 


οπότε: 


π 
Ἆρα έχουµε τελικά: / χ2συν2χ ἀχΞ- π 
9ο 


Εφαρμογές πο 


19. Θέτουμε ϱ΄(ΌΞεΣ οπότε ε(ὺζ- ελ και [Όσκὸ. 
Έχουμε: 


1) Γι 1 
ο άας- - δν ος ιδ]. ο: ὅ- . 
ΓΓκλολονς κακίας Γκτάβνι αΊεεναν 


Π 
πηρα]. χε χἀχ. (1) 
ε ο 
1 
Ἐπαναλαμβάνουμε τώρα τη μέθοδο για το ολοκλήρωμα. / χε-Χ ἀχ. 
ϱ 
Θέτουμεπάλι ϱ΄ («9Ξε3 οπότε είχ}--ε και [α)-κ. 
' 1 . ρ, Ἡ 
Είναι / χε ΣάχΞ αα. χε») ἀχ- ο μ. { ϱ) ετάχ- 
9 ο 0 


ι 
πα ο ο 
ωο.. αχ οἱ. πο, 


Απότην (Ἡ) έχουμε: 


1 
{ χλελάκ--ἰ «21 -2]-2-5 
ο Θ ε ε 


Εφαρμογή 4 


δια 


Να υπολογιστεί το ολομλήρωμα ΙΞ / επι συν(0χ) ἀχ α 40. 
0 
ὰ 


ΑΥΣΗ 
Θέτουμε Ε΄ ὠ)Ξε"Σ οπότε αχ) ε ται {09) Ξ συν(οκ) 
Ἐπομένως: α 

π 


υπ. 


2 ἤ 
{ εἰ συνβκ) κ - [ εν | συνοχ) ἀχ - 
9 α 


ᾳ 


ΗΗ 


α 

[εΈσονθὸ β .ᾗ ε3 (συν Όκ) ἀχ - 
α νο α 
Ε 


: 
Πε ουν ὃσ -]ν { εσσημ(θχ) ἂχ (0 
α 2 αἳο 
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ο. 


Ἐπαναλαμβάνουμε τη μέθοδο για το ολοκλήρωμα ή εσλημ(κ) ἀχ. 
9 
Θέτουμε α΄ () Ξ εἳὶ οπότε είκ) Ξεῖὶ και {αλ Ξτμ (οχ). 
α 


Ἐπομένως: 


/ 


α 

2 

«ης ο. (η Ὀκ) ἀχ 
ο 


π 
Σ π 


ο ημοκ) αχ - 4 [ τς | ημῦχ) ἀκ- [ ος που) : 


ο 


ᾱ 
2 


π 


2 
ο» μπε επ-συν (χ) ἀχ - 1. 
α αὖο α 


Συνεπώςη (1) Ἰράφεται: 


Εφαρμογή 5 
Να βρείτε τη συνάρτηση ἔτου συνόλου ] όταν: 


α) ΙΞ  πις ἁκ και Πε) Ξ 2, Χ»1 


β) Ες ᾖσυνηκ) ἂκ και Ε(ε Ξ0., κ50 


ΛΥΣΗ 
α) Θέτουμε Ε΄ (Χ)ΞΙ/Χ οπότε είχ)Ξίηχ και [(ΧγΞίπ(ηχ) 


Έχουμε: [- ιο ἄκ- ααο {π (ηχ)άχ -- ΙηΧΠ(ΙΠΧ) - - (η (ηκ)) ἄχ ή 
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ΓΞΙΠΚΙη (0) -/ τας. ἂκς ΙπκΙα (0) / { ὁχ ή 
Ίηχ Χ χ 


ΤΞ Ιπχ Ιπ(πχ) -Ιηπχ ας ο ε Ικ. 
Ἐπομένως ΠΧ) Ξ ΙΧ ΙΠ(ΙΠΧ) -ΙπΧ ο µε «τέτοιο ώστε [ε)Ξ2 ήἡ-Ίποκς-2 
ήςΞ Ἄδηλαδή ΙΧ) ΞΊηχ Ιπ(ηχ)- Ιηχ -- 3. 
β) Έχουμε: 


1 αΓουνβα) ἀκ- /ω συν(ηχ) κ Ξ κ συν(ησ) { χ(συν(χ)} κ ή 
ἘΞ κσυνζκώ | χημ(ηχ)-((ηχ). ἀχ Ξ χσυν(ηΣ) -- ΓΠπιβνὸ αχ (ϱ) 
Είναι Γωμβαὸ ἀχ- /ω ημ(ακ) ἄκ - χημ(ησ) - δα (ημπκ)} ἄχ -- 
Ξ χημ(χ) - / σὺν (Πχ) ἀχ οπότε η (1) γίνεται 
Γςκσυν (πχ) εκ ημ (Ἴπχ)-[-2ε ἡ 
2[ΓΈ κ συν (Ηχ) ΑΕ χΧημ (ηχ)2ς ἡ 
Ξ : [κ συν (Πχ) κ Ἡμ (Πχ) Ίςς 


Ἐπομένως [9 Ὀ ἰκ συν (ΠΧ) «κ ημ. (Πχ) -ς, οΕΙξ µε « τέτοιο ώστε {οἳ)-0 


ι] 1[ οσον (πο3) « οἳ ημ(πεῦ) ] ο 0 ήἡ -φοἳ κ εΞθ ή 9-1 ει απότε 


ἔ) Ξ 1. [κ συν(πχ) - κ ημ(πχ)] -- 1εἳ. 


ἲς 
2 


Εφαρμογή 6 
2 
Ναιπολογισαί τοολνώήµωμα [ αᾗι εἆ]αν 


ΑΥΣΗ 


Θέτουμε κ΄ο) ΞΙ οπότε ρα) -αχ αι [α)Ξ-]π [ .. 2] Έχουμε: 


1 
2 εκπ µ 2 ὁ 
οι -Ιὰ- κ ακς 2112 -Ια-/, -26χ 4 νο { ο 
Π χ ....” 3 ο Χκεζ 


ΞΙπά 21η κγ2 ττιπβ. ος 21Π4 -ΙΠ3) -- Ιπ 4. ον 2] 4. τεδΙΠ 4, 
ντ η 3 3 3 3 
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Εφαρμογή 7 
Να υπολογιστούν τα ολοκληθρώματα 


α) τον. αχ 


β) ου ᾱκ, νε ΝΝ, ν 23. 


ΛΥΣΗ 
τς 
ϱ) Έχουμε: ἵνΞ / ερ κ εφ΄κάκ- / εκ αμ Χα 
συν κ 
5 1 -συν΄χ ν» 
[α πο ]αό κ[ι.-- εε 
συν συν χ 


ν συν -χ ο 2 1 ε π-- 
β) μς μαξ κ ὥρε ρα εσ να, 


Ξ 1. σφ᾿ χ- ο σφρχ ᾱκ Επομένως 
γ-1 


εφ’ χ -Τν.α, 


Εφαρμογή 8 


1 
Αν Ἶν- / Χ’ ελ άχ, νε 5 να βρεθεί σχέση πον να συνδέει 
9 


το ἔν 1 και το Ἰν. Να υπολογιστεί κατόπιν το Ἰᾳ. 
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ΛΥΣΗ 


ι 
Ἐίΐναι ο] χνεχχ 


ο 


1 
άρα αἱ χκντιεσὰκ. 
ο 


Θέτουμε Ε΄ (8) Ξεἳ οπότε σί(ακΞεὶ και ἴοοςθκ να 
Έχουμε: 


ι : ' ς Π 
ου ο... οἶλ. [οί ἀχτε- ο. Ἡ 
ο 


ο ο 
1 

Ίννισε-ίν- ρ/ χ» «ἳ ἀχ. Ἑπομένως 
ο 


Ίννιξε-ο Ό1ν νε Ν5. (4) Έχουμε 1 1. 
Απότην (Ώ για νξΞ1.2.3 έχουμε: 


Ίμτο- 41, -ε- 4(6- 26)9ε- 24. 


Ἐφαρμογή 9 


ο 
Έστω η ακολουθία / απσ)  ἀχ όπου ν ε ΝΣ, 
ῃ 


Ώ. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία 1, είναι μονότονη και φραγµένη. 
Π) Να βρεθεί µια (αναγωγική) σχέση µεταξύ των ἔ .,ι και 1, και κατόπιν να 
[υπολογιστεί το αἶπι ἓν 


γ-δοο 


ΑΥΣΗ 
Ὦ Για χε [Ι.ε] είναι ὂςΙηχς 1. Έχουμε: 


ε ε ο 
Ίνει- ἵνξ / (πχ) ὃ ἀχ . (ΠΧ) ἂκ - (Πχ) "(ηχ - 1) ἀχ 
1 ϊ υ 


Ἐέναι όµως (πχ)" (ηχ- 1) «0. οπότεχαι 


ε 
/ (πχ) Τ(ηχ - Ί)ς 0 επομένως Ίνει- ἵνς 0 οπότε 
1 
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η ακολουθία (1) εἶναι φθίνουσα και συνεπώς έχει άνω φράγμα τον πρώτο της 
όρο δηλαδή 1,51 Επειδή (ΙΠχ)’30 για χε ΤΙ, ε]θα είναι και 
ε 
/ (πχ) άχΣ0 ή 1920. 
ι 


Επομένως ισχύει ΟΞ1νξ1 γΥιαπάθενε Ν΄ οπότεη Ι, εἶναι μονότονη και 


φραγμένη (άρα συγαλίνει). 
Η) Έχουμε; 


Ίνει τι (αχ)  όχ- ή οἱ απκ) τ  ἀκ ξ [κ ο. κ[ πκ)” η) ὁχ ή 
1 [ Ἱ 
ωισε δεν) κ Φορ” ἆ- κ ή 


ε 
ἵνιιξς-(νΕ κο. Π 
[ 


Ίνντξε -(ν -ε 1) ἰν 
Ἡ {1 είναι μονότονη Χαι φραγμένη άρα συγκλίνουσα. 


Έστω. Ιΐπι Ίνς 1. τότε έχουµε Ιίπι --ἰ-- ἵννιξ πι ση τ.] 
νορασα νο Υ | κο. νε 


από την οποία παίρνουμε Ι.Ξ0 ή [πι ΙνΞ0. 


Εφαρμογή 10 


5 
Να υπαλογιστεί το όριο πι { Γκ-3]εχ ἀχ. 
ν 3 


ΑΥΣΗ 
Η ΕΚ)ΞΙΧ- 213 είναι συγεχής στο ΙΕ. Για Ὁ 5 3 έχουμε 


λ 3 -ι] 
{αιεκακ- | α-Φετάε] Ἱκ-θ]ετα- 
α 2 3 


3 ο 
/ 6 -οτάκε/. ας -δλεχάκΞ ΙΙ ὡτου 
ώ 3 


. 


3 1 3 
ος τακς ες Υ 6-ας τα κβ-κσὸ- ᾗ (εν ᾱ- ν ὁκ 
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) 
και ας] ας -3)εἲ ἀχ. 


Θέτουμε πάλι ε΄ («ελ οπότε ϱί(κ)Ξξ-ε” και Ι(κ)Ξ 
Έχουμε: 


ὦ] π Ῥ 
ο ο ο "ρο ή 
3 3 3 
ο] 
ερ λενε ελάχκ--εδ(ρ-3)-[εη.- 
3 


Ξ-ε-δ(0-3)-εθγελ-αὶ - ἰ ϱ-2) 
ον ο 


Ἐχουμελοιπόν: Τξ1ι 5 υσνα Επομένως πι ΕΞ 2- πιο 2. 
ε ες δονα ϱ2 νο ϱὔ 


Με τον κανόνα ΙΤ) Ἡοερίίαὶ έχουμε 


πι Ὁ- 2 [πι πο συνεπώς πα Ι- 2. 
νο ϱὐ νι ϱὺ  ϱἳ 


Ἐφαρμογή 11 


ες 
Να υπολογιστεί το όριο: Πτι / απ (λπακ” 3). ἀχ. 
ασλωσ ἴα χ 


ΑΥΣΗ 
τς 
Έστω Ι(0Ξ { .. ἀχ. Το ολοκλήρωμα αυτό γράφεται: 
 ἃ 
ἳ ι 
μα. 
Ἱ ο [ 


Θέτουμε Ε΄ ()Ξχ 2 οπότε είκξ- 1/22 ναι ΙΧ)ΞΙπὸχ. 
Ἐπομένως έχουµε: 


Ιῷ -/ πο κο ᾱ/ ο κὰ κ]ὰς 


[ο κα {κ ωλὰν 4 ος Παλ να { ἡαόκ ας ἡ 


ων χ 
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Γε 53 μη3χ επ κ αχ - -Ιπτ ή 
κ. ης 


{ μη ὸκ: ΩΙηκ- 3) ας. δι 
ι 


κ ἂξ 


ἳ 
Ἐπομένως πι] Πλ ΟΙπα θά µῃ Ιαὰ 
σε. τὰ χ3 θεα {2 


γαι µε τον κανόνα ΙΤ’ Ηοκρίταϊ έχουµε διαδοχικά 


πι Ιπόνς ἃ ἥπι πες 3 μπι Ίος 3 πι τς 
ος ᾗρ δι ᾖῥ 21 Δενιο ᾖ 


δη ὂ 
δηλαδή Ηπι / κοκ.) 0 
εδκσα ρα 
αΙαρατήρηση 

Έστῳ ϱρίκ) πολυώγυμο του χ. Από τον πανόνα παραγώγισης γινοµέ- 
νου έχουµε: (ρ0) ερ) εενρ (ας) (νρ(Ηρ ))εὶ 
Ἆαι αν θέσουµε νρ (κ) ρ΄ (χ)-α (κ) τότε έχουµε: 
(ϱ (0) εἲη-ς)΄Ξα (3) οἳὶ όπου α (Χ) πολυώνυµο του αυτού βαθμού µετο 
πολυώνυμµο Ρ (Χ). Με ολοκλήρωση τώρα έχουµε: 


Γο εχόχξ ρίχ)εὴας σω 
Ἡ σχέση (1) δίνει ένα "τέχνασμα" υπολογισμού ολοκληρωµάτων της 


µορφής ᾗ 46) εἶ ἆχ µε ο(χ) πολυώνυµοτου χ. 

Με το τέχνασμα αυτό οποφεύγουµε την διαδοχική εφαρμογή της ολο- 
κλήρωσης κατά παράγοντες. 

Ανάλογο τέχνασμα προκύπτει αν έχουµε ολοκλήρωμα της µορφής 
ε/5) όπου Γ00) πολυώνυµο του κ. 

Χαρακτηριστική είναι η εφαρµογή που ακολουθεί. 


Ολοκλήρωση µε αλλαγή μεταβλητής, 


Εφαρμογή 15 


1 
Να ιπολογιστείτο ολοκλήρωμα: |; (2 εκγ1)εάκ, νε ΝΑ 
9 


ΛΥΣΗ 
Ἔχουμε Γαλ κκκ υονάκ- (κἳ κ Ρκ«γε πε ο ο) 
Παραγωγίζοντας την (1) έχουµε: 


(νεα 1) ες[ναχ”-(νὸ «2α)χΧΑνγεΌ]ε ή 
Χὸς χε 1-:ναχ2-ε (νὺ --2α)χ--νγ «Ὁ. Ἐπομένως έχουµε το σύστηµα: 


γα- 1 α- 


- «α. 


γρ2α-]1 ἡ δ5 


ΧΥΦΟΌΞΙ ΥΞ 


και συνεπώς 


ν 2 
ου. ΧΑ 
υ] ν 2 


ΟΛΙΟΚΙΗΡΟΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
(ΑΛΛΑΓΗ) ΤΗΣ ΜΕΤΑΒΛΙΗΤΗΣ 


Συχνά ένα ολογλήθωμα μπορεί να υπολογιστεί πιο απλά αν εισάγουµε µια νέα 
μεταβλητή Ἡ στη θέση του κ. θέτοντας χ-- φίι). 

Ἡ μέθοδος αυτή λέγεται μέθοδος της αντικατάστασης γαι περιγράφεται µε την 
ακόλουθη πρόταση. 


Πρόταση Αν Εκ) είναι συνεχής στο [ᾳα, β] και µε τη βοήθεια της συνάρτη- 
σης κ - φία) αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή κ µε τη µετα-] 
βλητή Ἡ και το διαφορικό ἀκ µε το διαφορικό φ᾿ (ια) ἀπ, τότε] 


ισχύει 
γπος- { ἄνώνώω 


α κ 


όπου τα όρια κ, λ ορίζονται από τις ισότητες αξ φίκ) και β--φίλ). 
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω Ε µια αρχική συνάρτηση της ἴ στο [α. β] και φίπ} µνα συνάρτηση "ένα 
προς ένα” µε συνεχή παράγωγο στο διάστηµα Δ και [α. β] «: φίΛ). 

Αν θέσουµε χ Ξ φίι), τότε η συνάρτηση Ε(φ()) είναι αρχική της Γ(φ(α. φ΄ (α). 
αφού 

[εφ] - Εφ) φ(α) Ξ Ε(φω))- (φ΄ 0) 
Ἐπομένως αν κ. λ. είναι τέτοια ώστε, αξ σίκ) και βΞ φί(λ) τότεισχύουν: 
β 
λ 
ἵῷ) 4α -- Ε(Ρ) - Εία)Ξ- ΗΦΩ) - Κφρο) “ἰ Ηφωρ]ι- 
ᾳ 


. λ 
Ξ/{ φω) - Π(φία)) φ΄4) ἆα. 


ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
Ἐφαρμογή 1 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 
ος ἀ ΄ 4 
τή Ξ οὐκ αν -- κ. 
πα 719 Χ ω. 1-ν 
ΑΥΣΗ 


1) Θέτουμε κξι- 1 Ξφία), ΓιακΞ2 έχουµε 3 παιγιακξ”2 ἐχουευΞξ4 
και στο διάστηµα [3, 4 η συνάρτηση φίι) είναι "ένα προς ένα". Είναι ακόµη 
ἄχ Ξ φ΄(Ἡ) ἀπ -- ἀπ. Επομένως: 


3 4 
ος 
5 τν σι Ἡ , 


Ἡ) Θέτουμε χΞ Ἱ-αΞς φίι).Γιακ-2 είναι ξ- 1 καιγιακ-β είναι Ἡ -- 2 και 
στο διάστηµα [- 2,- 1] η συνάρτηση φί(α) είναι "ένα προς ένα”. Είναι ακόµη 
ἀχΞ φα) ια --- ὁμ. Επομένως: 


Φ ο] 
μμ 
ᾗ ο πια [1] 25 ΙΠΙ «12 5 -Ιη2. 


-ά -2 


Εφαρμογή 2 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 
ο. 


4 ν 3η 
Π] μα], ο κά ας κε - ἵκαα κκ ας 


ο πννς ι μ..: 
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ΛΥΣΗ 
Χ΄΄. ως συνεχής στο ο .] είναι ολοκληρώσιμη. 


1) Ἡ συνάρτηση [α) Ξ 
αχ 2 
ημα Ξ φίμ), σα [Σ. 5]. Τια κΞ0 εἶναι "ημυΞ0 άραυΞ0 


παιγια ΧΞξ ὃν είναι ημι Ξ αν άρα υ5Ξ : και στο διάστηµα 10. 2) η συνάρτηση, 
1 


Θέτουμεκ -ἰ- 
Αλ ες 


είναι "ένα προς ένα", Γίναι ακόµη ἀχ- φ΄(α) 4α - 5 συνυ ἁπ. Ἐπομένως 


α 
5 η ημι σύνα 


[ α 
4 6 Ἰημι- 1. συν ἂν 
πα 21.2 .! 4 ἀι 
ο γΤ-4χΣ ο ΓΓ-4 Έημλα ᾳ συνα 
Ύ τα 
τς 
6 αχ. 
... ημα άν 5Ξ {εσινῆό - ἓ.ς συν ἅ «συν 0) 1 } 
0 


1) Θέτουμε χΞ αἱ 15 φία)αδ0.Γιαχκ-0 έχουµε αΞ 1 κπαιγιαχ- 1 έχουµε 


ε ος 
υ5Ξ ή, 2. Ἡ συνάρτηση φίι) είναι "ένα προς ένα” γνα α 5 0 άρα και στο διάστηµα 


α 
1 γα] », Είναι ακόµη ἀχ Ξ φ΄(Ἡ) ἁι -- 1211141. Ἐπομένως: 


αρ 
Π μα γ2 
πι ΊχΕ 1 Ὑκα ὥ-{ αν μὸ ον "μι - 
ο Ἡ νο σ Ἡ μ3 
ΧΕ1 
ας απ 
Ύσ Ίν 4 
- ωδ- κ ανασα αδ νο ὃς 
ε15 11, 
οἱ 121 2 ης -- 
| 15 15 ας ) 
Πορατηρήσεις 
Πολλές φορές εμφανίζονται ολοκληρώματα της µορφής 
β 
/ φορ) φ ὁχ 


όπου η φ έχει συνεχή παράγωγο στο |α. βΙ ναι π Γείναι συνεχής στο 
φί [α. β)). 
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Ἡ περίπτωση αυτή είναι µια ειδική περίπτωση της προηγούμενης, όπου 
μας "υποδεικνύεται” να κάνουμε την αντικατάσταση α Ξ φίκ), οπότε 
φ΄ (Χ) άχ, ενώ τα νέα όρια ολοκλήρωσης είναι φία) και φίβ). 

Έτσι αν Ε είναι µια αρχικήτης !, ισχύει ο τύπος 


β πίβ) 
/ (φ(κ))φ΄(ς) κ Ξ { ἳ ία) ἀα Ξ Είφ(β)) - Είφία)) 
α φία 


9 Στην πράξη για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος αντικαθιστούμε 
το φ(κ) µε η και το διαφορικό φ΄ (Χ) ἄχ µε το άᾳ, οπότε έχουµε 
Π(φρο) φ΄ () κ Ιω)ὰμ. 

Ἐπομένως το πρόβλημά µας ανάγεται στον προσδιορισμό µιας αρχι- 
κής συνάρτησης της {(α). 
"Τυπικά" για το αόριστο ολοκλήρωμα μπορούμε να γράφουμε. 


 σο φ΄ (κ) ἀχΞ /Γκω ας Ξ Ε(α)ς εξ Τίφ(ῶ)) ες, 
9 Η μέθοδος ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση είναι η πιο σηµαντική µέ- 
θοδος ολοκλήρωσης και επειδή δεν υπάρχουν γενικοί ψανόνες για την 
εύρεση των κατάλληλων αντικαταστάσεων απαιτεί πολύ περισσότερη 
"ευστροφία” από την μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. 

Ίσως βοηθήσει να αναφέρουμε εδώ µερωκές περιπτώσεις ποὺ μπορού- 
µε να υποδείξουµε την αντικατάσταση που κάνουµε συνήθως. Έχουμε 
λοιπόν: 

Ολοκληρώματα τῆς µορφής. 


ἢ Για 2) χἀχ υπολογίζονται µε την αντικατάσταση. αξ κ. 
1} ο) πιαο ει υπολογίζονται µε την αντικατάσταση Ἡξ Ιηχ 


πὺ / Γζημα) συνκ ἆν, / Κσονκ) ημχ ἀχ. Ἱ κι 


υπολογίζονται µε τις αντικαταστάσεις α Ξ ημχ. αΞ σύνχ, αΞ εῴχ αντί- 
στοιχα. 


ἓν) / ---ᾱᾱ- υπολογίζονταν µετην αντυιατάσταση χ-αεφι µε 
ο” 


προὐπόθεση ότι με [ : ” 


οΙΗ 
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ῶ ἀ ο 
ν) / ο. ὡς δηλαδή όταν ο αριθµητής είναι το διαφορικό του παρο- 


νοµαστή, υπολογίζονται µε την αντικατάσταση α - [ρε). 
Τέλος κρίνουμε σκόπιμο να θυμίσουμε ότι : 


Γιωωςᾗ ζωα τω 4 -... 


Ἐφαρμογή 3 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 


Ὀ [ια ας 8) ος. 
χΙηχ 


.0 ΓΓκὠ-ένονος .ν / 2κκ1 οκ 


χλγκα1 


ΑΥΣΗ 
Θα επιδιώξουµε να φέρουμε τις συναρτήσεις στη µορφή ἴ(φκ))- φ) πια να ε- 
φαρμόσουμε τον τύπο. 


Ό ο ο απκ) ὁχ 


Θέτουμε Ιπχ-μ οπύτε (Πχ) ἀχ- αι και επομένως 


Εάᾖι ἀῑΞΙΠΙ μὲ «ο-Ιπηχ] ας 
χηχ Ἡ 


απο 


1) αι ὃχ συν ο (μα) ἀχ. 
/ Κουν άν - [1 άις Ευλκε-ὰ ημχας. 
πυ /Γα. Πονοκ- | ε.- ὑοἳ- Ι όν. Θέτουμε οἳ - 1Ξι οπότε 
κ. ΕΥ ἀχ - ἆμ παι επομένως 
- Ξ Ξ ἀμὸφςς- 1 (ο.- 
/αὶ Ε) ελὰχ /ω αυ . .- «σα λες, 


ο) 
ο] «Ακ ΕΙ κ ως Θέτουμε χὸαχεΓΞΗ οπότε 
κ2εχκς 1 ΧΖΦΧΕΙ 
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ἄλεχ- 1 άκξ απ και επομένως 


/ οκκι πο ο ο... 


κ; γκ-εΙ 
Εφαρμογή 4 

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 
Π Γωηµετ ὰκ 1) πας ὃς 

Ἡ κ 

ας ἀ 
1141). {εξ εἲ χ 1ν) {ε. χ 

{κ 

ΛΥΣΗ 


ἢ). Έχουμε Γημοῖάς ος. 
Θέτουμε οὔἴξι οπότε (εδ) ἀχ- ἂμ γαι επομένως 


Γοιμοώς | Όμι ἆμξ -σινη--αξ-συνοὶς, 
Π) Ἔκαμε ες αχ ας Ίπχ-(ηχ) ἀχ. 
Θέτουμε Ίηχ-Ἡ οπότε (πχ) ἄχ- άμ και επομένως 
/ πχ ρκς υάη- όρο 1 (πχ) ες 
Χ 2 μ 
1) Έχουμε / εἰ εἲκ-- | εἲ (εἳ}ὁς. Θέτουμε εἴ-ι απότε 
(οἳ) ἀχ- ἆι αχαι επομένως 
]εθεκός- {ενας ε"ρεθεθά 
δν ὅ ήν κα ' 
ν) Έχουμε Γεδ-οᾗς ({χ }άς. Θέτουμε ἵχ -ι. οπότε 
τχ. 
(κ }άι-άι γαι επομένως 


ΓΑ. ο 
ε.. 
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Ἐφαρμογή 5 
Να υπολογιστούν τα ολολληρώματα: 
π α 
3 2 
η) / εφκ ἀκ πο / συν ακ 
0 α πμ ὃχ 
Π 
3 ο 
114) ο ασ 1ν) (1 ες. 1} εχᾶκ 
2 κ (πχ) Ἴπ2 
ΑΥΣΗ 
: π . 
ασ Ἡ 3 , 
Ώ) Έχουμε ᾗ εφχ ἀχ ή αμ ακ-- οὐ (συν ᾳς 
ς ο. σινχ ο συνκ 


Θέτουμε α- φ(κ)-- συνκ οπότε «θ)ξ συνΟΞ 1, αϱ) Ξ 


ες 


ἁι Ξ(συνχ)΄ ἂς. Επομένως 


εὰ ῃ 
3 2 ' 
/ 8 ἀκΞ. νά ἀάι- [πα] -- ΙπΙ -ἴπ ἓ--- 12, 
9 πα .. τα Β Γ 5 
2 


ῷ Έχουμε οκ. ο. Θέτουμε 


ἁπροο σημ -ἀκδα. φ"]-ιμὰ «ἵξ.. α]εΣ 
4 κ. Ὁ 2 νο 


και αἩ Ξ (ημκ)ἁχ. Επομένως: 


851 


3 


πχ) 


3 
Ἡ1) Έχουμε / σα 
2 


ἆκ. Θέτουμε Ἡ- φίκ) - Ιπχ 
χπκ)Σ 2 (πχ) 


οπότε «φ()Ξ ΙΠ2, φ(8)Ξ ΙΠ και ἁπ - (πχ)άχ. Ἐπομένως 
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πλ  α] ὦ 
ν) Έχουμε / 1εΧ- 1 εάκΞ { ΊεΧ- Τ{(εΣ- 1)άχ. Θέτουμε 
πρ πο 


Ὁ - Φ(χ) -- εἴ- 1, οπότε «φ(π2}-εἴπ- 1512-11, «φίΙπΆ)ξεί- 1-2- 1-2 και 
ἁμ 5 (ολ- Τ)΄ ἀχ. Επομένως: 


εἰ 


1.) 2 
γσΤεα- | γα ἀᾳ 
ε 


[Ὀ 


ἤαρατήοηση 
Ἡ ολοκλήρωση τριγωνοµετρικών συναρτήσεων παρουσιάζει, λόγω πολ- 
λών τριγωνομετρικών τύπων µια "ιδιαιτερότητα" γιαυτό θα τις µελετή- 
σουµε ξεχωριστά όπου θα δούµε και τους διάφορους τρόπους ολονλή- 
θώσης αυτών. 


Εφαρμογή 6 


Δίνεται η συνάρτηση {Γίσα)- 21 
κὸ-κ 
4) Να προσδιοριστούν οι τιµές των Α. Β. Γ ώστε να ισχύει: 


Οαχ91 Αν 5, Γ 
κό κ κ σ-1 πτ1Ι 


Η) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα : -- ἂχ 
... 


ΑΥΣΗ 
Ὁ. Παρατηρούμε ότι χὐ-κ-κίκ- 1) (Ὁ). Κάνουμε απαλοιφή παρονοµαστών, 
οπότε έχουµε 
2χεΙ-- Α(α)- 04Β οὐ εκ) ο0- κ) ἡ 
2ΧΦΙΞ (ΑΒ Γ) χ2»(Β- Γ)χ-Α. 
Η τελευταία ισότητα µας οδηγεί στις νσότητες 


ο. 
Β- Γ-2 
ον. 


1). Ἡ συνάρτηση ἔ γράφεται: 
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2ΧΕ1 ᾖχ- ἆάνκὰ τα. ἁκ- ἂν ἄχΞ 


χὸ-κ 


Ξ πχ 3 Ια]χ- 1] - πχ 1[ας. 
2 2 


πιορατήρηση 


Ἡ παραπάνω εφαρµογή είναι ολοκλήρωμα της µορφής. / Ρί) ας 


ας 


όπου ϱΡίΧ), α(Χ) πολουώνυµα του χ. Παρακάτω θᾳ δώσουμε µεθοδικό- 
τερη ανάπτυξη της μεθόδου υπολογισμού ολοκληρωμάτων αυτής της 


µορφής. 


Εφαρμογή 7 


π 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα Ἱ - / ο εφχ ας 
ο 19 ΥΣ συνκ 


ΛΥΣΗ 


δ]μ 


Έχουμε: Ι-/{ εῴχ ἀχ «{ ος ἀχΞ- 
ο 142 συνκ "ο συνκ- 12 συνχ 


ο. / . (συνχ) ὁχ πως 


- «Θέτουε ἩΞ φα)Ξ συνκ, 
Ὁ. συνα 12 συν {κ 


απότε φίθΞ1, ά ΐ Ι Ξ Μ και (συνχ)ἁκ- 4. Ἐπομένως: 


Ξ 
3 2. 1 
ο  ---...- 


ο. 1472 συνκ Επ 85 "πα }γ2 τν) 
Β 
Επειδή 1 εδ, δὲ 
απο γσν) Ὁ ταγδα 


(η απόδειξη µπορεί να γίνει όπως στην προηγούµενη εφαρμογή) έχουµε: 


μι, [ατα ]νς ὑπῆνς - «πα «72 υ)]. - 


4 1912 5 


[δι 
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στια ἕξ ας ) πο} 2102 «Πηκ 15} 


Εφαρμογή 8 
Έστω συνάρτηση ἔ συνεχής στο διάστηµα [α,β]. Να αποδείξετε ότι; 


1 υ 
ω-ω/ Πα (Ἡ - α) κ) ο) Πκ)άχ, α «». 
9 α 


ΛΥΣΗ 
Θέτουμε ἃξ αΗΡ- α)κ- φίΣ), οπότε φίθ)-α. φί!}Ξ0 και ἁμ- (0- α)άχ ἡ 
ἁ- ἱ ὡ Επομένως 
ρ-α 


[ υ] ] 
ϱ-ω/ Κακθ- ωθὰ-φ-ω/ ἴω): ο Κα) άα 5] Π) ὁχ 
α - α α 


αταρατήρηση 


Στις περιπτώσεις όπου η συνάρτηση, της οποίας ζητάμε το ολοκλήρω- 
μα, έχει τη µορφή [(ηχλ). πάνουµε την αντικατάσταση ἩΞξ κκ]. οπότε 


ἀχς «. 4µ. Έτσι έχουµετην ισότητα: 
ιο 


/ΓΠνκ κ λλακς 1} Κω ἂν 0) κο 
κ 


Χαρακτηριστικά είναι τα ολοκληρώματα που αναφέρει το σχολικό βι- 
βλίο. 


9  -υ-ι  τ α-ο 
αχξβ αὖπ α α 


. Γης ἀχΞ 1 [ημα ᾱπ Ξ τς συνι) -ε -- 1συν (αχ β) ο, α 4 0. 
α 6 


8 
Όταν έχουµε το ορισμένο ολοκλήρωμα / ἔθος Ελ) ἀχ τότε η ισότητα (1) 
α 


β βλ. 
γράφεται: / Ερχςλ) χ- ἰ παλάα χο 
α κ ον 


ο 
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Εφαρμογή 9 


Να αποδείξετε ότι : {) 


ία 
Π / ὃς... 
) ὃς 


ΑΥΣΗ 


Ὁ. Θέτουμε Χ-Ι-ὰ, για κΞ-0 έχουµει- Ἱ,ἹιακΞ 1 έχουμεα-θ 
ἀκξ- ἁμ. Ἑπομένως: 


1 ο] ι υ 
{ χα αλα / (- μα μβς ράνς ασ ώαυδάς - κὶ χό ἆχ 
ο ' ο ο 


Ἡ) Θέτουμε Κα, για Χξα εἶναι 
ἀχΞξαάμ,. Επομένως έχουµε: 


1σ ἳ 1 
/ κ [α αω-] πα... 
α Χ μα τυ Χ 


1 
χα (1- κ) δᾶχ - / χβ (1- κ) άχ, α,β» 0 
ο 
1 


1 Π 
«α-θχ»θ πρ ἀκ κ -- 
. 1 σκξ 1 1γχΣ 


και 


Εξ, για χΧξία εἶναι υΞί και 


[ 


11) Θέτουμε κ- η εἶια ΧΞΤΙ είναι αΞ ". «γα κΞ1 εἶναι Ξ {και κ -- τν μοι 
Π 


π 
Ἐπομένως έχουµε: 


. - 
εἰ] 4 ..ὶ 
[ 


να α 1μαξ 


Ἐφαρμογή 10 
Έστω συνάρτηση ἵ συνεχής στο Ἱκ και περιοδική µε περίοδο Τε Ις.. 


αἲτ 
Να αποδείξετε ότι το ολοκλήρωμα [Ξ / {(κ) ἀκ αε Γ, είναι 
α 


ανεξάρτητο του α. 


ΛΥΣΗ 
Το ολοκλήρωμα γράφεται: 


αἲτ τ αντ 
ο ωα-/ ο- Εκ) άχ {(ἱ) 
ο α τ 


αντ 
Για το ολοκλήρωμα { Γκ) ἀχ έχουµε: 
τ 
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τισμός 


Θέτουμε «ΞΙΣΤ, οπότεγια ΧΞΤ, εἶναι 1-0. κξα-τ εἶναι :-α και 
ἄχξάμ. Ἐπομένως: 


αΦΤ α α α 
/ 15) ”, Γωετάις πιόυ .ί Τλόχ (ισχύει (μ-- ΕΞ 119). 
αμ. υ] [] ιν 


Έχουμε τώρα απότην (1). 
α-τ « τ α 
η ᾗ Γκ) ἀκ - / [00 ἀκ / 0) ἐκ - { 109) ἀλ. 
« ο α σ 


Δηλαδή το ολοκλήρωμα 1 είναι ανεξάρτητοτου α. 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 


Την ίδια εφαρµογή την αποδείξαµε µε άλλο τρόπο στη σελίδα 93 εφαρµογή 33. 
Μπορείτε να συγκρίνετετους δύο τρόπους, 


Εφαρμογή 11 
Για µια συνάρτηση ἓ πουν είναι συνεχής στο [-α. α]. να αποδειχθεί ότι: 


α 
{) Αν η Ε είναι περιττή, τότε { {σ) ἀκ -0 
-α 


α α 
14) Αν η Γ εἶναι άρτια, τότε ἥ ασ) αχ - 2 / {(κ) ἂχ 
-α Ὠ 


ΛΥΣΗ 
α ο α ο α 
ὃ Έχουμε ἴσ) κας Γ) χ πι Εκ) κΞ / {- κ) ἆχ π Εκ) ἀχ 
-α -α υ] -α υ] 


-α α -α Ὁ 
Ξ / {κ κ) ἀχ-ε{ Πλ ἀχ-- ή Εί- χὶς κ) ἀχ / {(3) ἀχ 
9 9 9 9 


α 


α 
-.{ τω ᾶν {ο άΞξο («-ξ-κ). 
ο ο 


α ο α -α α 
Ἠ) Έχουμε / 5) ὁχ - / {ς) ἀχ -- / {(κ) ἀκ- - η {ίς χ) ἀχ -- / Γκ) ὁχ Ξ 
τα -α ο 0 0 


-α α α α 
Ξ/ ἴςχς κ) ἂν 100 ἀχΞ/ Ιω) ἆ {2 άχ- 
τ σα σα) 1 0 ας Ξ/; Κω) ἂν ε.α 


α 
/ Ες ἂκ 415 -χ) 
ο 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Η εφαρµογή αυτή εἶναι πολύ χρήσιμη στα ολοκληρώματα. Το ερώτημα ἢ) ένα ἑ- 
χει αποδειχθεί µε άλλο τρόπο στη σελίδα 94 εφαρµογή 34. 


Εφαρμογή 12 | 
Έστω συνάρτηση ᾳ συνεχής στο [ - 1. 1 ] µε ϱ(κ) 5 ϐ, που ικανοποιεί τη συν-; 
θήκη Σία) 5ί- Χ)Ξ 1 για κάθε χε [- 1, 1]. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα. 


ι ἱ 
.-/{ ο κ ᾱκ νενὲ | 
απ) κα | 


ΛΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση [ία)- κ είναι άρτια στο [- 1. 1]. Έχουμε: 
Π 


νι δν 
μ/ κ ῃκ- / «ΕΡΤ Λι (θέσαµε χ- -τ) ή 
ρα)! Ἡ Ες) 


Π 
{ -«ν Δ-- 
. ρε! ς 


' 
κ ο] αχ» εί) ἀχ- 
Ρα) 1 


αμ χλρΩ 1-9) κα «[. χλνῇχ- Γ χὸν ἡ 


τα εοε1 10) 1 
τ α 1 
Ε/ χἈόκ-1 ή ας λος. κ όκ 
δι - υ] 
1 
επομένως ΙΞ { κλακ-| κ." ων 
Ἅτπη 2νγ] 


Ἐφαρμογή τ 3 


Έ ε ο ---υ-ἕ- τι 9ο). 
στω µε ἴΓία) πας πα ασ Ἡ και χε (ε, 4599) 


ΊΝα αποδείξετε ότι η ἴ έχει αρχικές συναρτήσεις και να προσδιοριστούν αυτές. 


ΑΥΣΗ 
Το πεδίο ορισμούτης Ἐ εἶναι ΑΞ (ε.α). 
Στο Α η ! είναι συνεχής οπότε έχει αρχικές συναρτήσεις. 


Έστω Ε)- ο ᾱκ Θέτουμε Ίῃ (Ιπχ) Ξ τότε πχ εἳ και χ- ες". 
χ ἱπχ (π (ησ)) 


Είναι. ἂκ-- εἱ-εε" ἁμ. 


140 


Ολοκληρωτικός λογισμός. 


Ἐπομένως: 

υ 
ε’ς" 
δα 


ε 
ϱ” εὖι 


ας Γὰ- Ἴψ κος Ιπ (νο! )αες 


δηλαδή το σύνολο των αρχικών συναρτήσεων της { είναι οι συναρτήσεις. 


Γ(Χ)Ξ1π {1 1π (Πχ) Ιή-ο, 


ΑΣΙΚΗΣΕΙΣ 


Ἰ. Να βρεθεί το αε Πὲ ώστε να ισχύει: 


Ἱ 
[ὔκασώτε. 
9 


2 Να υπολογιστούν τα ολοχληρώματα 


Ἱ 
ν/ αχ] 2 ὡς 
"ι 


Π 
ο αίκ -εΙκ ἸὰΧ 
«Ἡ 
Ἂς Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα µε 


τη µεθοδο της χατά παράγοντες ολοκλή- 
ρωσης. 


ϱ/ ποτά 


ὃ πας 
Εη 
[ν { Θν2 -οκ εἰ} Τηχ ὁς 


κ συνκ ὁχ 


κ. ὃς 


ουνχ 


κὸ } συν εἳ ο. 


[. Να υπολογίσετε τα ολοχληρώµατα 


ο 


[ / εξ συνὸχ ὁχ 
ἄν ᾗ ημοχ ἁχ 
ἵ) ] ημων) ἂν 
ν) / κν]ηχ ἂχ. 
ν ᾖ]: Ι. ἐκ 


σον)χ. 


5, Να υπολογιστούν τα όρια: 
ἢ πι [ ε"χάχ 
πο 
1). πι Γ εκδ 
ο ο 


-ᾱς να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


ν ΓΗΣ - 1 αχ. 
[ 


Άς Να βρείτε τη συνάρτηση ἔ του συνόλου 
1 ὅταν 


η συνκ Ιη(1 α συνκ) αχ 
και μ]-α.ν 
2) 2 


(0/ πες σας καὶ Π0) 
1 Εσυνχ 


Ασκήσεις 
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Ἀ. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
/ αλσυνίαχκ) κ. 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
- τῴ Σι 
Ἡι αν [εφ5]ὁς 
19. Να υπολογίσετε το ολομλήρωμα 


' 
/ αἱ κκ 1)ε ας, νεΝ”. 
υ 


Φ. Να αποδείξετε ότι 


ος ή, 
νο μΧ ηκ 5) ορ 
ι πα 


αθλλον 


να αποδείξετε ότι για κάθε ν 5 1 υοχύει 


ο 
ε 


αι κατόπιν να υπολογίσετε το Ι.. 


ὴ, Να βρεθεί σχέση που συνδέει τα, 


Τμ όταν 


Ἶ 
/ χ' ο όκ,α-0 
ο 


νεΝ᾽ και κατόπιν να υπολογιστεί το 1,. 


14. Αν Ίς [ες ας, ναβρεθεί 
αν 


σχέση ποὺ συνδέει τα Ἰ,.[, «ΥΕΝ. ν»]. 


νι. 


5. Αν Γπαραγωγίσιμη στο Ίεμε Γ{ὰ) συ- 
νεχής και [ζτ/ 2) -{{0) -- 1. αποδείξτε ότι 


2 
/ ημκ ο) όχς1. 
9 


16. Αν η συνάρτηση Ε έχει συνεχή δεύτερη 
παράγώγο στο διάστηµα [α, β] και ισχύει 
Γίβ)-α. Γ(α)Ξβ αποδείξτε ότι 


- 


Α 
[ κ ΤΟ ἀχΞα Πα) -βΠβ) 


11. Αν Γπαραγωγίσιµη συνάρτηση µε Ε(9) 
συνεχής στο [0, 11 µε [θ) -- ΚΙ) Ξ2 και 


' 
/ Γοάχ-3. 
ἤ 


1 
Να υπολογίσετετο / κκ) κ. 
ο 


1β. Αν η συνάρτηση [ εἶναι δυο φορές πα- 
οὐ γωγίσιμη στο [α, Ὁ] µε Γ() συνεχή, 
αποδείξτε ότι 


ν 
/ κα ας Ξ(ΓΦ)-ΙΡ))- (α ἴκω- ΚΚ). 
ἃ 


ἡ, Ἔστω συνάρτηση { µε 


Ἱ 
(ως / ειν Ίαε, κε {[1, ος), 
0 


ἢ Να αποδείξετε ότι η [ είναι θετική και 
φθίνουσα στο [1. --σ»). 
1) Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση 


Εκ Ι τσκ Ια)- - ι 


Να αποδείξετε ότι αν Ε συνεχής στο 


ον τότε υπάρχει οε ία, Ὁ) τέτοιο ώστε: 


ο τω ο κ ως 


21. Να υπολογιστεί το ολοχλήρωμα 


1 /α αχ Εκ) ασ ὁς 


όπου. {σ) παρανωγίσιµη συνάρτηση µε 
Γ.9) συνεχή. 


'. Με τη μέθοδο τῆς αντικαταστάσεως 
υπολογιστούν τα ολοχληρώματα. 


ἠῥοημο 


ὢ ᾗὸς συνχὲ 42) ἂκ 


Ολοχληρωτικός λογισμός, 


Ἡ) {ο οσα ἂχ 
κ) / ενα τΓὸκ 


ώ/ κα 33) 4κ 


σι" 


23. Με τη μέθοδο της αντικατάοτασης, να 
υπολογιστούν τα ολογληρώματα 


ημ]χσυνχ ὁχ 


υ / ο 
Ὁ (ημχ « συνκγ 


” -ἷ-. ἃκ 


χλεδχ 6 
ή 127. Τοκ406 ῃν 
-Οχὲ ε2ύκ-24 


35, Να υπολογιστεί τὸ ολοκλήρωμα: 


ΕΕ Ί.. 


κε ἔχει νε 


6. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. 


ο 


η ακ 


μι} 


ὁχ. 


21. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
π 


ο Ἡ 
Τ «{ ημαχσυνκσυνοχ...συνὸ”.! ὁκ νε ΝΑ. 
ϱ 


(Ἀπόδειξη : Θεωρείτε γνωστό ὅτι 


ἡμ2᾽χ 


ημκ συνκ συνὸχ.. συν)” - 
2 


28. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα, 


ρα - ! ο ον 
ᾳ 


συνχ -συ 


εφ΄κ- εφῖα. : 
ακοκε υ εζ 
39, Χα αποδείξετε ότι 
ως ο ποο ὁχ, όπου 1 
η τρ 
συνάρτηση συνεχής στο [- 5, Β]. 
39. Αποδείξτε ότι 


α 
{ι κ) εία- κ) ὁχ ο] αν [ία κ) ἂχ. 
ο υ] 


31. Έστω Γσυνεχής µε 
ΠΧ) α [ί- κ)ΞΙ ἵνα πάθε χεῖς. 


κε 


Ὑπολογίστε ἾἩ (κ) ἂχ. 
α 


3. Έστω Ι συνεχής στο ΠΒ που ικανοποιεί 
τη συνθήκη Γζα- χ) -- [ίακκ) Ξ 20 για κάθε 
κε. ία, ϱε ΙΒ). Να αποδείξετε ότι: 


-Ἡ Ἡι () ἄι-2αδ. 


39. Ἕστω { συνεχής συνάρτηση στο ΙΒ 
που ὠανοποιεί τη συνθήκη, 
αἴκκὴερή- ΧΣΞΥ. για κάθε χεῖκ και α. Ρ. Υ 


εκ’. Να υπολογίσετε το ολομλήρωμα. 


Γ όπου ὃ κθ. 
-δ 


μ4. Ἂν η Ἐν εἶναι συνεχής και περιοδική 
συνάρτηση στο 1 µε περίοδο Τε ΙΕ”, να 
αποδείξετε ότι; 


Ασκήσεις. 


μ43 


/ω ἂκ αν ε.. ἂχ 


για κάθε α, Ὁ ΕΙΒ παινεΖ. 
. Να αποδείξετε ότι 
α 
[ους Εκθλόάκ- / συνζκ Ι(κ2)) κ 
όπου ! συνεχής συνάρτηση στο Ἡ. 


36. Να αποδείξετε ότι 


η γα χάθε Κε. 
ϱ. ημχ 


Ἄπ. Αν Ε συνεχής συνάρτηση στο [6, 1] να 


απυδείξετε ότι 
ή 
Ἔτ-) κκκ)ἁ 
παΑ χ{(α) 


" 
/ κ η) ας 
0 


ΝΕΝ3 
Δι Αν Γ συνεχής συνάρτηση στο ἵνα 


αποδείξετε ότι 


Γρ - ᾗ κώνο, 
9 2.0 


39. Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση ἔστο 
[α, ΒΙ που ικανοποιεί τη συνθήκη 
[αχδ- κ) - Εκ) για κάθε χεία. Ῥ]. Να 


[ινα ολ [ιωα. 
40, Να αποδείξετε ότι 


απόζθνς 
κο --- 


τι] ο) 


41. Να ἀποδείξετε ὅτι: 


[πισω ἐς ἂς. 
ᾳ κ. κὸ 


όπου Όξαςῦ. 


42. Να αποδείξετε ότι: . 
ἳ 
λ/ ἀς - 
ο γχ)-4χδ κ όχὲ -ἀχ ε2 


3. ἀκ 
ο γη ωκά 


ο: 
να. 


0 Υ3 -συνχ 


4 


αλ εκ ο. 


39, Να αποδείξετε ότι 


αν 
-/ 2Χ31 ᾷς όπονθ«α«Ρ. 
2κ 


ῶνει 


ὔ γΓαχὲ κ- 
2ν-! 


θα λν-ι 
αἶ στὰ όπου μμ 


3θσνι } 2Χ 5 


44. Να αποδείξε 


μι αλ τδῃ- 


χε] 


ε ότι 


{ κ] - Ιδχ4 17 ἀκ- 
' 


2 
νο 
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45. Έστω [ µια συνεχής συνάρτηση στο 
διάστηµα Ιη, δ] και [α, ΒΙ ς [γ, δΊ. Να βρε- 
θεί η παράγωγος της συνάρτησης. 


9 
εώς} ἀκκθόνικα τα, δ -Ὁ: 


46. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
ν 
δε / ο μ.ο 
ας τα) «ἴ-) 


όπου Γ συνεχής συνάρτηση στο [α, Ὁ] και 
θετική στο [0, Ὁ - αἰ. 


σολ 1 συνεχής συνάρτηση στο [- α. α] 
ἱποδείξετε ότι, 


α 
/ χήχὃάχ-θ 


ο. 2 Εκθός 


48 Να υπολονιστεί το ολοκλήρωμα. 
π 
81 ., Κκ)λημωκ)  ὁόπου 


α) Ε άρτια συνάρτηση και β) Γπεριττή 


α 
1) Όμοια όταν Ὦ ᾗ 1) συν(νκ) ἂχ 
εί 


και Ε περιατή και ἕ άρτια. 


«Αν σα πα κα χΣ0 νααπο- 
μα κανω 


δειχθεί ότι: ἢ 4 ΧΥ)ΞΙάκ) 0), 
θα) --μ 
Π) ο. 1) -Ι4γ).Χχιγ»50 


50. Αν Γ συνεχής συνάρτηση στο Ἱκ. να 
αποδείξετε ότι 


2 2 
ν/ (σμοόε- { Ισυοθ ἂς 
ο ο 


ὃ Γκιαμοώ-σᾗ ΓΚημκ) ὁχ 
0 230 


1. Ἔστω σ»θ,α3 1 καιῖ. συνεχείς 
συναρτήσεις στο |- ὃ, Ὁ]. Αν π { είναι ἀρ- 
τια συνάρτηση Ἆαι η Ρ περιττή, αποδείξτε 


στι 
ν 

ο) ας [ Πως 
κι 9 


ὅλ. χα προσδιοριστούν τα α, Ὁ. Υ ΕΙΚ 
ὥστε η συνάρτηση 
Ερ0Ξ(ακ) Όχη γὸ δν. 


γα είναι µια αρχική συνάρτηση 


{αλ σκήδ-τς. 

54. Να αποδείξετε ότι 
ᾗἡ Ι. ἀκ-Ἡ., απο. 
ο ο κεφχ 4 


64. Να αποδείξετε ότι ισχύει η ισότητα 


/ν {(ημον)) κ - 


α 
ο Γιο) ΝΕΝ" 
2ν"ο » . 
.. Έστω Γ άρτια συνάρτηση συνεχής στο 
[-α, α]. Να δείξετε ότι 


ο 
η Ἱσ ... 
ο 


-α ϱἶν 1 


56, Έστω [ άρτια συνάρτηση συνεχής στο 
{.0. 0] αε ΕΕ’, - { 1]. Να δείξετε ότι 


. ᾿ 
{το ας ιῷὰ πακάθεκεΒ. 
ον] 0 


Σπ. Έστω αξΕ,Ν {1 ] και[,ᾳ δυο συναρ- 
τήσεις ολοκληρώσιµες στο [- Ὁ, ῦ] µετιςι- 
διότητες. Αν η Γ είναι άρτια ναι η ϱ εἶναι 
περιττή να δείξετε ότι: ) 


Ασκήσεις 
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9 
4) Να υπολογίσετε / οκ ἂχ 
6 συνχ 


β) Μετη βοήθειατου α) να υπολογίσετε 


ια 
ο η 
ω ο. Ἰσυνία -θ)| 
55. Ἑστω συνάρτηση Γ δυο φορές παρα- 
χωγίσιµη στο [0.1] µε "ο συνεχή στο 
[6,ΠΠ. Αποδείξτε ότι υπάρχει οε(0, Ιτέ- 
τοιο ώστε 


1 
Ξ 1 .... 
/{ πράσα ης {(ο) 


64. Έστω ἔ παραγωγίσιµη στο Ι6, ΤΠ µε 
παράγωγο συνεχή στο 0, ΠΠ. Να αποδεί- 
ότι υπάρχει οΕ (0. 1) τέτοιο ώστε. 


' 
/ (0) ἀκ ιο) εἰ ο. 
ο 2 
61.Έστω [) 50 γαικάθεχΣ0 ναι 


κω-/ Εν ά 


για νεΝ᾽. Νά αποδείξετε ότι για Κάθε 
χρθ και νε ΝΑ έχουµε ν ἴ, ια)κκ ἔα) 4). 


ας συνεχείς συναρτήσεις). 


62. Ἑστω συνάρτηση Γ παραγωγίσιµη στο 
[0,1] µε πιαχ Ε09) ΞΜ.Αν υπάρχει αε(θ, !] 
τέτοιο ώστε 


α 
/ {44) ἆκ Ξ0.να αποδειχθεί ότι 
Π 


μ Γρ ἀχ 


πότε ισχύει η ισότητα: 


μα τα 
π 


63. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


πω 


όπον ἔ παραγωγίσιµη µε Γ (κ) συνεχή. 
αδθ,αφξ]. 


64. Έστω συνάρτηση { συνεχής και περιτ- 

τή στο Τε. Να αποδείξετε ότι για κάθε 

πραγµατικό κΧς 0 υπάρχουν δυο πραγ- 

ματικού κι. Χ; µε Ικι «Ιχοί, ΙΧ)! «ΙΧο Άαι 
χι 

Χι τ]κά 


χι «Χ, τέτοιο ὥστε [κο)- 


65. Ἔστω ἓ µια συνεχής συνάρτηση στο 
[0, α] και Ἰνησίως αύξουσα. Αν [([0.α)) - 
[0, δ], να αποδείξετε ότι 


« ν 
Γ ποὰς { Εωά-αυ 
υ 0 


66. Έστω συνάρτηση ! συνεχής και " ἑνα 
προς ένα ” στο |α. Ὁ] µε σύνολο τιμών 
Π. δ] ὅπου Υ -- Κα): ὃ - ΓΠβ). Αν η είναι 
παραγωγίσιµη στο [α. Ὁ] µε Πα) 50 για 
κάθε χε[α, ] να αποδείξετε ὁτι 


ν 3 
Γιω ο” 10) ἃγ -Ρὸ -αγ. 
« τ 


67. Αν Γ εἶναν συνεχής χαι αύξουσα στο 
[α. Ὁ] να υποδείξετε ότι 


ο ἳ 
Γοιοα»/ αυ. 
α α 


6δ. Έστω η ακολουθία 


1 
Κ / Ίπ(] 4 κ) ἆχ να”. 
ο 
Ώ Να υπολογίσετε τα ολομληρώµατα 
δις 
Β) Να αποδείξετε ότι η αλολουθία (50) 
είναν μονότονη καὶ φραγµένη. 


-6ρ. Μετη βοήθεια της συνάρτησης 
ως σπα) ας 


να αποδείξετε ότι ότανε «κ «γ΄ τότε 


ισχύει Υ (πχὴπᾶςκχ (πγ) 
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4ΡΟΠΟΙ ΕΡΑΡΜΟΕΓΗΣ ΤΟΝ ΜΕΟΘΟΙ(ΟΝ 
ΟΛΟΚΛ ΗΡΟΣΗΣ ΣΤΙΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Αν και έχουµε αναπτύξει τις μεθόδους ολοκλήρωσης δίνουμε τώρα Ἆαι µια 
σειρά από λυµένες ασκήσεις κάνοντας µια προσπάθεια να χωρίσουµε τις ασκήσεις 
υπολογισμού των ολοκληρωμάτων σε κατηγορίες. 


αἡ φπατηγοθοία- 


Ολοκληρώματα της µορφής 1 - Γκω κ - Πί)«ε, ςε κ 


Εφαρμογή 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 


8) /ων Χ ϱχ) ἄχ μα ἀχ 
ΙΤ] 


Η39 Γκι εξ ἀκνελΝῖν 52 ον) [5ος ἄχκιν Σ2,ν ε ΝΕ 


ΛΥΣΗ 


1) Τίναι /{α φαχς)) κ - /ω ἀχξχεῖς, «ε Πε. 


η΄ ο μες 
1) Είναι ᾗ. ᾱχ [οκ ὃ νι Ξ/[ σος } ἂκ Ξγεχξ ες ςε Πε. 
Ίλεκὲ 212κὲ 


141) Είναι } κἩ εὰχ - ἱ ως" ἀχ- {ος εις εε ΙΒ. 
ν ς ὁ ν 


19) Είναι [οκ ὃκ .- (πχ) ἁν --ἵ- { {οκ ἁκς 1 (ηχ)ας, ος Ἱκ. 
ο ν 


Εφαρμογή 2 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 
να 9 
υ] / κ ἡμ(κ2) ἆκ 1.) / µηχ ἂχ 
Π κ 
π π 
3 2 
Η83) ᾗ ημὲχ συνκ ἆχ ἐν) { «νο ἂκ 
ῃ 


μ7 


Μέθοδοι ολ. 
ΛΥΣΗ 
γα ντ. { 
΄ π 
ϐ) Είναι / κηιαδ οκ] [τὰ συν ϱὁ) ] αχ [-1:συν ϱ7] 
9 ο ῶ 2 ὣ 


Ξ- . (συνπ - συνΟ)Ξ 1 


41) Τίναι / 


ι 


11) Είναι. π 


ϱ 


απ 
-.. 2 


2 
ημὸχ συνχ ἂχ - / πμ” χ (ημχ) ἆχ εν / μΧ) κ - 
ο 0 


αἴ [η χ] ΞἩᾗ μισ.. μ’ο]- 1. 
σημ η τα στη . 
3 α α 
4 4 4 ῤ 
ἵν) Εναν [ ΕΦΧ αχ- | (οφ) εφ ὥκ-αι] [6φοᾖ] ὁκ 
Ὁ σι  χ Π 2"ο 
Ε 
μ...- 2] α[κς εφο]-1 
α{αφο]ςτ [ες οφ ο]-ι 


27 Κατηγορία 


ο πα κορί-ε, 
μία) 


Ολοκληρώματα της µορφής 1 ο]; 


εΕΙΕ όπον Ἡ συνεχής συνάρτηση µε σταθερό πρόσημο. 


Εφαρμογή ἓ 
Να υπολογιστούν τα ολομληρώματα: 
πμ τνω 0]. αδένα ᾱκ 
χγςχκα1 χα κκ 4 
0) --ι ---- 
3χ2- 2κ 4 51 
ΑΥΣΗ 
Έχουμε: 
ως 
ϐ }. 21 ἄκς | Εκ α Παρανκεηας εΕΙ 
ΧΖΦΣΧΦ1 χ2αχκ 1 
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ω /{ Ισχό 1 ᾳκ- 50 ..) ἀκ- πχ κκάο οε Ικ 


ὄχὸΕχ4 χΧλΕΧ 4 
. 
18) / ἃχ- { ο οε- 2κα5ι)΄ αχ 
-2κα5Ι -2κε5ί 


Ξ ο ἵη (Ακ2.2ὰ εδ])--ο- ἵπ ἕ9χ2.2χ 451 ο, οε]κ. 


{υσχύει 3χ2 -2Χ 451350 για κάθε κεΙκ } 


Εφαρμογή 2 
Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 
υ : 
Π] / εφχ ἁχ Φ/ «πυναὶ χι 
Π 5 ημχ 2 
1 α 
1) Τ εἰ κ 
ο 54 εχ 
ΑΥΣΗ 
Έχουμε: 
ς α ο 
3 3 Ξ ἓ 
ΠΠ ο νά νὰ ἀκτ-[]η (συνκ) ή -- [π (συνΟ)  Ξ 
ϱ συνχ. 0 η 
ἵμα [σον ) ἵπ (συν) ] ΙΠΙ «Ιπ Σο Ε1π2 
Ε π 
2 ω 2)” Ξ 
η ο νο 
ο ημχ-2 ο Ίημχα2 ϱ 


Ξ ε - Ξ1Πὰ -ΙΠὸ ΞΙπ 3. 
Ίπ [πα . 4 2 Ίπ(ημο -- 2) Ξ ΙΠ3 -ΙΠ2 Ξ Ιπ σι 
α 


π 
πι { πμὸκ ῃκ- ημκσυνα ῃς., [ «4 αφ σον σ κ), .-- 
ο 14 συν ο Σε συνόχ ο Τα συνόχ 


πα 


ς 
ο 


Ξε[ίπ (1 «συν 2 κ) ᾗ{ -- -[η (! --) - Ιπδ]-- Ιη2. 


Μέθοδοι ολοκλήρωσης. μ49 


' Π , 
1ν) / εἲ ἀχ } 5. αᾱ «δν οἨ)- 


5 5εἳ ο 


ο”... 


3η Κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής Γιο κ, όπου ΠΧ) είναι πηλίκο 


δη, 


δύο πολυωνύµων . 
εσ 


Ῥάσει των παραπάνω ο ο υπολογισμός του ολοκληρώματος ανάγεται στον 
υπολογισμό ενός ολοκληρώματος της µορφής: 


1) / . ἁκ. ότου νεΝ- ή 
α -ρ) Ὁ 


2) μυ... ᾱχ, ἀπουβΣ -4γ«0 και γθ, νε νΝἩ 
πο αν 


Για τα ολοκληρώματα της µορφής (1) έχουμε: 


Για Ίπ]χ-ρ/-ς .αν νΞί 

πια 

ϱ) | μα ας, αν ν22, «ες, 
ανα-οηὶ 


Για τα ολοκληρώματα της µορφής (2) έχουμε: 


"ας ΑΧ 4 Β άκ- ΑΚ Β)ΑΧ ὅπου 2-3 Ρο ρ 
(2 βκ αν)” [κκβ) κκ” 4 
νο 3 


Θέτοντας χα Ξι, βρίσκουμε: 


ΑΡΑ. 


Αί- ΑΕ . 
Ι5Ξ 2 - ΑΔ ασ κ 2Β:βΑ ο ας 
ο εδ) 23 αλακδ ο αἶκιδ 
Τια τὸ ολοκλήρωμα Ίνξ τς ---- έχουμε τον αναγωγιυκό τύπο: 
α2κκδ 
ως. τ σεν ας. τ οχι κάθε ν 51 


οκ 2-0) κ 2Ι τας η ΐ 


ο Σηµείωση, Ἀν ο βαθμός του αριθμητή εἶναι μεγαλύτερος σπὀ το βαθμό του παρονομαστή κάνουμε 
πρώτα τη διαίρεση. 
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Άρα έχουµε: 


τν [ας -ᾱς ]ὴ.α π1θ- πο) 
Ξ-1Πὸ -1.ΙΠ2 1 ΙπΙΟ 1 - ἳ -- Επ ς 1. 1η2 -Ιηὸ - ἰ Ιπ2 ον 4 
2 2 - Ἱςδ ο 2 2 9 
Ξ μα5 -ΙΠὰ ος 3 
ὧν 
Εφαρμογή 3 : 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 1 / ο. «μμαας. ος 
ε4σ- εἶτα 2ε2τ- εὖ 1 
ΛΥΣΗ 
Θέτουμε εἲΞ1 και έχουµε εἲ ἀχΞ αι ή ἁχ -- Ιή 4ι. Το ολοκλήρωμα 1 γράφεται : 
3 ϱ.Ι 
ρα ΕΑΝ, ---- αξ- ὐ 
εἰ τὸ 212 τος 1 ας τας ὐ αξκρα τις 
Ἔχουμε Πω] Ξ-. κ 2-1... απὀε 
ας ο... 
τμ. δια κ) σε 2-1. ἁιξ- ΙπΣ 1) ΙπαΣ-τ Ί)ης- 
ΣΡΙ εκ 1 


2 
πα τε ΕΕ κος με τε Έ γς ότουςε 


ο. εσφ1 
Εφαρμογή 4 
Χα υπολογιστεί το ολομλήρωμα: ἵ - / 3 κ 


κ(κ2 1) 


ΑΥΣΗ 
Θέτουμε χζξι,τ20 οπότε έχουµε 2χὰχ  ἀι. Το ολοκλήρωμα γράφεται δναδο- 
χικά: 
Ἶς- Ὄκὰκ [ια 
κ2α2-ς 12 τα 
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Ἱ ο ΕΤωος τ 1 αυ. 
εα κ 2 τα κυ2 τα τα κυ το τα.) αεί 


Έχουμε 


στα 1 ἂν ον. Ἡ  χαισυνεπώς: 
τα) κ) ε τε ϱ 92 


πο. 


ιδ ο, 


ο ο ο. ------ 
τα ασια 


3 
ο ωριος 
κ2Ι 


ςε Ἱκ. 


4αἩὖ κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής / κ" ακξ ον), ἁκ. όπου α.βγεθ. 


Ο υπολογισμός. των παραπάνω ολομληρωμάτων ανάγεται στον υπολογισμό 
ολο»ληρωμάτων ρητών συναρτήσεων όπως στις παρακάτω περιπτώσεις: 
1η περίπτωση πρ 
Άνγε Ζ.τὀτεθέτουµε: Ύχς-ι και κ--υπ, όπου πι είναι ένα κοινό πολλα- 
πλάσιο των α και β. 


2η περίπτωση 
ν 


Ἂν ε Ζ. τότε θέτουµε γ αχζαῦ-τ ή αχβεΡΞΙΟ, όπου ρείναιο 


1 
β 
παρονοµαστής του }. 
3η περίπτωση 


δα κΕ β 
Αν ο” η μα ως αν β πυκαι ο ΤΡ τρ 


όπου ῥ είναι ο παρονοµαστής του Υ. 
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Εφαρμογή 


3 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. ἵ - ς ἴκ { {κ 3) αχ 


ΑΥΣΗ 
Έχουμε αΞ - .Β ο και ΥΞ-3ε7. 


4 


Θέτουμε Ξτ και ΧΞΤδ οπότε ἄχ - 6τ1άι. 


Συνεπώς 


Ὁο η τἶ ϱὐ αᾱ) ᾱι 


Ξ / εἰ ας οἱ δες 2713 -ε 27) ἀϊ 


ΕΕ οσα ᾱς 


π μ Π 
Ξ6 ἳ ασ. ἵ ΕΙ. ῖ εΙώικς 
17 14 πι 


σ ῃ π Ι 
Ξ6κ, αἩκλ κα κν κ ιδλχέκο εε ΙΚ. 


τ 
- 


Ἐφαρμογή 2 


1 
α αν 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 1 - /κὴν - 2κ ] τας 


ΑΥΣΗ 


ης 
Έχουμε α- -Ἡ 4 οπαι Ἕρμα δι δι δωδι ή εως 
χουμ β κας πα 


1 
3 π 
Θέτουμε 3 -2χ - τὸ και κ ο. τά. 


Συνεπώς το ολοκλήρωμα γράφεται: 


/Γ6-υγα 


{; Β 3 
5 ὠνος-5 γ3 οκ ον 5 εκ) χα. όπουςε Ἱκ. 


3 
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Ἐφαρμογή 3 


Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 1 Ξ [κ (1 29)” ἂχ 


ΑΥΣΗ 9 ά 
Έχουμε αξ - 6, βΞ3, σα ναι -- 


Ξιναι 2 αχ} 


Θέτουμε 4 


ο -- 


: 
Ξ-ἆχσ 1 4 2Χ3) Ας, όπου οξε Ικ. 


οι 


Φη] κατηγορία 


Ολοληρώμµατα της µορφής: 


{ ”. .. νε ε 
τε εἰς, «χο, αχ ΕΕ γνενς αχ «5 ) ἀκχ 


Σ' αυτή την περίπτωση θέτουµε Ὑ ακκῦ ΞΕ. 


όπου ν είναι το ελάχιστο ποινό πολλαπλάσιο των νι. νο. Νε. 


Ἐφαρμογή 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 


ΦΩΣ σι 
ες αναιν καν 1 ακ 
Ίχχ 1 


ΑΥΣΗ 
ας δν 2 
Θέτουμε Ἰκ-1! -τ και ΧΙ - τὸ οπότε ἁκ - 121 1] 4ϊ 


Συνεπώς το ολοκλήρωμα γράφεται διαδοχικά 


.-}ό κά κα, ο αν 
τ 


Ξ ϱ [τα κο Για εἰς {τα 
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4 


σα κ αλ κ 1 φο-ᾱ Αα ευ” ρνυς 42 Ύαῆ ης 
9 


10 6 3 
-4 Λία ευ” 46. γαρ ο σἵχεη το όπου ες Ε. 
8 εἰ 


ό6ὗῦ Κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής: 


ποπ ο Ὁ 


Το ολοκλήρωμα 1 υπολογίζεται µε την αντικατάσταση Ὑλκ Εμ Ξτ 


Ἐφαρμογή Ἐ 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:ξ Ξ [κο ἔκκα. Χά 1 ᾖκ 
ιΠ 1 


ΛΥΣΗ 
ην 3 
Θέτουμε ΦΤ τι οπότε κ 15) και χθι)- [,όχΞ2ί αϊ 


Συνεπώς το ολοκλήρωμα ράφεται: 
θακίας [έας]ια-α 
τ τ 
3 τασα ο 
Μο ο μμ -ΙηΎχ [ας όπουςε 
3 3 


71 κατηγορία 


Ολομληρώματατις µορφής: ήν ΑΜ. κ. 
αχ νμ 


όπουκε ΜΙΑ {1) και χμ.ιμε Ιλ «0 


Το ολοκλήρωμα 1 υπολογίζεται µε την αντικατάσταση ᾖ; ΗΒ, 
λ χα μ’ 
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Εφαρμογή 1 
ρα ο] 
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 1 - {να αχ 
ΑΥΣΗ 


Θέτουμε γλ3 Χθὶ πι οπότε κάτ χα ο Γι 


ει τι ἠκς- Ὁ χα ἃ--- 2 ἆ 
1 -- 
Το ολοκλήρωμα γράφεται: 


σε τα 20 ς-. αι σθὰ 
(2 


---υ-υ-υυμ---υ----- 
τί τὶ 


α- ους κο 


Ξ ρα. ες 21 2Ιπ[ι ης 
αι 


Ξ-21 .. 


ο. 
κ 


η! ο στι αλλκο όπου σε ΊΒ. 
κ χ 


δΊ κατηγοθέα 
Ολοκληκώματα τς µορφής / ἕ{ν, γα οὐκ ες} κ, 


όπου αχξ «Εχ- «20, γιαγόθεχε 18 


Τα παραπάνω ολομληρώματα αντιμετωπίζονται Ιίεµια απότις εξής αντιρατα- 
στάσεις του ΕιΙετ. 


8) Αν α»0,θέτουμε γω” «Όκεοςιάχγα 
η) Αν ας ο και «240, θέτουµε γω κυκ Φςξικγς 


Ηἡ Αν αςο και Ρ΄ -4αςΣ0 και αχ; ὔχο--ς-0, θέτουµε 


Ύ αν”  Όκ ας ΞΤ(Χ- αν). 
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Εφαρμογή Ἡ 
Να υπολογίσετε το ολομλήρωμα Ἱ- ..... 
ο 
ΑΥΣΗ 


ᾱ. . 1. 3 
Θέτουμε Τχ2-ε2κ-ε2 ττ-κ, τότε κ) «2χ 2 Ξτ -Όχι ας χὸ 


επομένως 2χ(1 05 2ή κ--ἰ-2Σ. {-ὃ και κ -ἳ «214 ο 


240 20 
Συνεπώς 
ιο 1 λαδασ ας τ2φοι.2 ο 
κα η, αυ): 2 


2:42 


5 


Ξ1Πιχ ΕΙ «Υκ2112κ 492 [. - ἔα, όπου «ε ΙΕ. 


κζαζχκα2 «κ2 


Εφαρμογή 2 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα αρ {λκ2νὰκ «1 ὁκ 


ΛΥΣΗ 
Θέτουμε }2χ2ς2κεΙ ΞικςΙ ή ἀχέ χε Γςιχ2κς2ικ 1 ή 
χε ὁ σι χι ή κ-2ἱ-3 και ὡκ--217-6ι1-6 -διν 6 αι 
3-τ ᾱ- 22 
Ἔχουμε επίσης 


ο μασ ο σας] 
3 -τὸ . 


3.1.2 Ξλόα- 2/6 ο ᾱ-- 
ου βιῶ ᾱ-ὦ' 


ι (6 χ- γ2κ2εὰκ 1 }νς "η τν (ας -Ἰάκ2ιὰκ ]μ. 
τα 


Επομένως ΙΞ [οὗ ννκα 


- 3 ο. όπου εε Ε. 


μια σππη } 
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Ἐφαρμογή 3 
χάκ 


Να υπολογίσετετο ολοκλήρωμα ΤΙ - Γι ας 
ετκ- 10 - κ2)ὁ 


ΛΥΣΗ 
2 
Θέτουμε ἔπκ-κα- 16 -(«-2)τ οπότε χ--- .. και ἁκ-- τά . 
1 α ειὀ, 
Άρα έχουμε 
Ξ οι 

./ δισ 

σκΣ.10 ξίκ-2) 


2πι- ο 
9” Κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής 1 - / είς, ἴρ3 τκ2 } ἂκ 


Το ολοκλήρωμα 1 υπολογίζεται µετην αντικατάσταση κ ρηµεΞξφίτ). 


Εφαρμογή 


1 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα ἵ Ξ / 
ς 


ΑΥΣΗ 
3 Ἡ ππ . 
Θίτουμε κΞ Τ2 ημιξφῦ. τε Ε ασ] 
δε ον 
πα κ-θ εἶναι {2 ημι-0 ήτµτ-0 ή τ-0, 
1 εἰ ννμς ανν, ο "συ ... ἵ 
πο ΧΞ 1 εἶναι Ἐλ ηπμις{ ἡ ημετ-ας ή τς. παι ἂκΞ }2 ημι |άϊ 


5 ς ε πρ 4 
Το ολοκλήρωμα γράφεται: 


" τ) Ες ημι]α ή 


ο Ί2.2ημ2τ 


α 
3 

οὐ σπα | σημ ται ἡ 

υνί 9 
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1-3431.3 ηοη σα 3. 3π-6 
4 πρ μο Π 
Ἐφαρμογή 2 
4 
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα {- /{ μμ τ- 
ο 1 - 4κ 


ΛΥΣΗ 
Θέτουμε κΞ ἆπμι Ξ οί) και ἀσά. ημυ΄ 


Τια κΞ0 είναι ημι-Ξ0 καιτΞ0, αχ τ είναι ημεσΣ. και ελα 
Άρα έχουµε: 
π π 
ὅ 1 πμι 5 1 ηµι συνι ἂν 
Ι- ε» νο ο ο 
ο υ] συοντ 


συν 4 συνθ ] ἡ 


40Ἠὐ7 Κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής: - / η {κ ΊκΣ- οἳ ) ὁχ 


Το ολοχλήρωμα 1 υπολογίζεται µε την αντικατάσταση κ - μα φίθ 
συνι 
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Εφαρμογή ὰ 


Π 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι-Ξ- / κΥπ2- 9 κ 
ὖ: 


ΑΥΣΗ 


Θἰτουμε ΧΞ 3 - φ0., ἴε[0, ος . 
συν 2 


Πακ - 3 12 ων ὃ , οπότε εν 
2 4 


Ταχ 6 εἶναι συν {- κατ ανν και ο-- ᾱϊ 
2 3 συν 


Το ολοκλήρωμα γράφεται διαδοχικά: 


π 
3 


ο. 
απο 
τς 


1 3 3 
ασ εφτι -- α- στ εφΣ (εφ α-2{ [αφὺΣ 1 6ι 
κ συνότ π 3 σα 


3 


5: 3. 3 α- .. 3 ᾖτ ή 
συνι ). συνι α΄ συν ουν21 συνῖ 
34 


π π 


3 4 
απ 
3 


ες 4 ορΣ |. παν 
Ξο[ (εφ κε ο εφ :] ο(5 13 -τ) 


Εφαρμογή 2 


3 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [Ξ / ΧΥκΣ- 1 ἀχ 


ια 


ΛΥΣΗ 
Θέτουμε χ---ἰ- --ϕιῦ [ο ὄ]κα ἂκ- οι ἆι 
συν . 9 συνίε 


Πα κ-Ί2 εἶναι συ κα τς 
2 


για κ-2 είνα συηΞ]. κα Ι- 
2 
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Το ολοκλήρωμα γράφεται: 


117 Κατηγορία 


Ολοκληθώματα τῆς µορφής: [ - / ία, γαἳο κξ ) αχ 


Το ολοκλήρωμα 1 υπολογίζεται µε την κατάσταση χξαφςξ (Ώῦ.τε[- 


Εφαρμογή Ἡ 


Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 1 - [ο κα 
Ί1  4κ2 


ΑΥΣΗ 


Θέτουμε κ εφςφ ἄκς[α ερ! ἂκ 
έτουμε κ Σεφ φῷ και ἁκ {α1ερ] 


Το ολοκλήρωμα γράφεται: 


τα ο) η 1 εφί (εφ. ας” 


Σεφ 
ἔΙ κ εφξι 


ο 1 


2εφι (ϱφὺ΄ ας , κεφ 4 
γην εφλι 219 εφίι 


τ ή 
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σα [γε νε ] απ μεώεαε 
Ξ Μεφί]ά- Ὕ κεφ ίας 
4 4 
ον», «6 όπου οε κ. 
η . 
Εφαρμογή 2 


2 


Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: / χ τά εκ” αχ 
ο 


ΛΥΣΗ ο εωὶ 
Θέτουμε χ-2εφι - φ() κβτ, Σ] καν ἀχ-(δεφι) 4ι. 
Τια κ-θ είναι εφ-θ και 1-0 παιγια ΧΞ2, είναι εφί-] ναιι-π/4. 
Το ολοκλήρωμα γράφεται; 


ΚΕ 


1 / 2εψι ἵ4 ε 4εφ2ι- (εφ) ἂν ἡ 
α π 
α . : 
Γ./ 8εφι Ἡ1 ο εφοι.-. ο πο, Ἱς 
ϱ ο. σὺν συν συνΣι 
α 


τν . 
τε, / (συν) 


ο . 
συντ 
Θέτουμε συνιΞγ και (σύνι)΄ αι -- ἀγ. Λρα είναι: 


12Η Κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής: Γ- / ΊκΣ κα κ 


Τα ολοκληρώματα 1 υπολογίζονται µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες. 
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Εφαρμογή 1 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Τ - / Ίκξα 2 ἅκ 


ΑΥΣΗ 


λα α-/ χ2 ο ἁκ ἡ 
κ. ὁ κ 


πρι ση 


πχ ἔχΣ12 «σσ κ κ2/ κ...” 
Ίκ2α2 


Ἆρα 21 κας α[κ ἠκδνρ }γ2ε και 


1-Χ Ίκ22 μπε ο Ίο εεξ. 
ο) 


437 Κατηγορία 


Ολοκληρώμµατα της µορφής:]1Ξ Γιίσυνκ, ημχ) ἆχ 


Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

8 Ε (- ημς, συνχ)ξ- Ἡ (ημχ, συνχ), δηλαδή η Ἡ είναι περιττή ὡς προς το ηιιχ. Τότε 
θέτουµε συνχ-τ, 

ῦ) Ἡ (μΧ. - συνχ)Ξ- Ἡ (ημχ. συνχ), δηλαδή η Π είναι περιττή ὡς προς το σὺνχ. 
Τότεθέτουµε ημχξι. 
1) Πί- ημχ,- συνχ) Ξ Π(ημχ,συνχ),δηλαδή η π είναι άρτια ως προς ημχ και ὥς προς 
το συν. Σ' αυτή την περίπτωση θέτουµε εφχ -τ ή χρησιμοποιούμε τους τύπους 

εφζχ 
πα, 


3 πο σα να σβκ ! πε 


2 ος ημοχ ο 
Ἡ :Ώμχσυν ΧΞ Ἱ ΧΞ 
η. 2 Ἡμ. 2 Ἡμ 


συνκ------ἶ 


ἒγε 


Τν) Αν δεν ισχύει μαµία από τις προπγουµένες περιπτώσεις κάνουμε την αντικα- 


τάσταση εφ .. 1, 


Ἐφαρμογή 1 


Να υπολογίσετε το ολοχλήρωμα [- ο ποῦς συν-κ ἀκ 
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ΛΥΣΗ 
Θέτουμε συνχ-τ, οπότε - ημχ άχ- άϊ παιτο ολομλήρωμα γράφεται διαδοχικά: 


πι πο νκα5ε Γι σαν «κ 6 ημα) ὁχ ἠ 


[οι ος θάς- ας ο. ή 


συν Χ., συν χ 


Ἱπσττ-. π «6, όπου «ε Ικ. 


Εφαρμογή 2 


᾽ 


π 
Να υπολογίσετετο ολοκλήρωμα 1 Ξ /{ ημ)ὸκ συνὲχ ἀχ 
Ὁ 


ΑΥΣΗ 
Θέτουμε ημκ-τ οπότε συνχ ἁκ- 4 Άαιτο ολοκλήρωμα γράφεται: 


Εφαρμογή 3 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα αι ημ)χ συν2κ κ 


ΑΥΣΗ 


Θέτουμε εφχ -τ, οπότε ἂκ- ἀϊ ο: Άρα έχουµε: 
1815 


εν 2 : 

το ο ντ. 
.γεφίχ Ίκεφ-ςκ 1... ο 

Ι-/ τρ ας πνεινας { πι ο, πα 
ο (1 κ) (2) ει κ δ)ὸ 


165 


Μέθοδοι ολοκλήρωσης, 


Αυτά τα δύο ολοχληρώμτα υπολογίζονται απὀ αναγωγιχό τύπο: 


πμ νο ος νεο Ε ως νο ΆινενΝ. 
2-0 2:05 (5 μ1)η 


(με 2)ὴ 
Άλλος τρόπος 
μοχ 
απο Ξ] ὡ-α [η ῤρο- 
νὰ 4 


ο... 


απ ν ημάχ ας, όπου «ε ΓΚ. 
32 8 32 


Εφαρμογή 4 


2 
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 1Ι- / ημ΄κ συν 2χ ἁκ 
-ᾱ. 
Ξ 


ΑΥΣΗ 


ο. . 


α 
2 

1- / ημύχ συνὶχ όχΞ 
π 


2 


μι 


π 
3 2 
πο εν πεις μα ατα [συν Ὦκ) - συν 221) - συν (21) -ΕΙ] ἀκ 


8 ς 
: 


3 π π 
2 2 2 
/ συν Ώχ) ἀχ -{ / συν Οκ) ὁχ- { ] συνΏσ) αχ 1 1άχ 
κ. δ 8 δήπ 
2 ἅ 


δι 


1η 


Είναι όμως: 


πα 
2 

./ τν 
οι Ἂ 
ἵπ 


:) 
2 
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π 


2 
./ συνοχ ὁχ - 1. 
δα 2 - 


μ 
ο . 
(1μοκ) ἆχ . Ἠμὂ; 


Ε κ. 
3 3 2 
ᾱ ᾱ α ᾱ 
2 3 3 3 
./ συν 2 2Χ ἂχ ασυνάκ ης [ 1} 1 συνάχ ἐκ Ξ τ 
τς ας τσ 0] ων ος 3 
2 2 2 2 
α ε α 
πι 2 2 
1 / συν 30χ) ο συν 32χ) συν2χ α-./ συν (2Χ) (ημ2ς) ᾱχ 
ᾱ α α 
5 


2 2 


« 
/  -ημᾖ 2.) (1μ2κ) ἂν 


Ξ 
Θέτουμε ν Ξ πμ2κ και έχουµε -- 1-γλά-θ 
2 0 
Συνεπώς είναι: ασ 
[ 
Ἐφαρμογή 5 


Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: Γι να [4 
ημχ (1 «συνα) 


ΑΤΣΗ 
3 
και συνκΞ--ἶ 


Θέτουμε εφΧ -τ οπότε ἁκ- 24ς  ημκ-. 2τ 
2 ο ο τν. 
Το ολοκλήρωμα γράφεται: 


3 
Ξ1 ο... χτκ η] ο ή 
2 τ 4 σα 


εφ ἅ. 
- 24 ο ο. όπου οε ΗΕ. 
4 μ 3 
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ᾷ14]Ἴ κατηγορία 


Ολοκληρώματα της µορφής: ἹνΞ τα κ ἀχ και {νΞ ος κ ἀχ 


γεν {1} 


Λιαχρίνουμετις περιπτώσεις: 
ϐ. ν περιττός, δηλαδή ν-2κ-Ι, ΚΕΝ’᾽. Έχουμε: 


ν ημο χά νο ος κ) (συνκ) ἀχ ἡ 
1 ες [α Γαιό νο νά 
Θέτουμε συνχζξι, οπότε (συνα)΄ ἁχ - ἁν. Άρα είναι: 
-- Γτ2) ᾱι. 
ἵὈ ων άρτιος, δηλαδή νΞ2Κκ. Κε ΝΞ Έχουμε: 
ο ο”. 5 


Ἐντελώς ανάλογα εργαζόμαστε για τα ολοκληρώματα {.. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων 1, ἴ, μπορούμε να 


χρησιμοποιήσουμε τους αναγωγικούς τύπους που νσχύουν για τα ὃς, 1, (βλέπε την 
161 ΚΑΤΗΓΟΡΙΑ). 


Εφαρμογή 


Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 


α 
. 3 
4{) πι ηπμτ κ ἀχ 1) πα, συν ὅχ ἀχ 
ο ο 


ΑΥΣΗ 


« ώ 
/{ ην κος] Ἡμ ὅχ'ημχ ὄχι 
[ 9 


1 
/ ημόχ (συνκ) ὁχΞ 
ο 


α 
/ α «συν2 χ) (συνκ) ἂχ 
9 


Θέτουμε συνκ-γ, οπότε (συνα)΄ ἂχ - άν. Άρα είναι: 
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1 ο ως μ.ο 
ατα 


σι 35 


π μέ; 


ΗΗ 


2 
Η) μι, συν χ ἆχ { συν ὁ χ.συνχ ἂκ τ συν κ (ημχ) ἀχ ή 
9 ο 


π 


2 
Π -/ α -ημ ο κ)” (ημχ) ἆχ 
0 
Θέτουμε ημαχΞτ οπότε (ημκ)΄ ἀχξάι γαι επομένως έχουµε; 


1 1 
πι] ο - ϱ1 -ι2 «τ]λά... ἡ 
0 [] 


' ' ’ .  Ε6 
ο ιά Ἐν [ας ον υ--ᾱ 
ει { απ. πῃ ] ε)] 


δ1 δι 5 
Εφαρμογή 2 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
π π 
4) μΞ/ ημό κ ας 14) - συν ό κ ἀκ 
Π ῃ 
ΑΥΣΗ 
απ τη µ α 
ὃ μι αμάν ακ- | [νι] αχ - ἱ [α- συν 2χ)2 όχ - 
9 υ σ 4 πο 


π ο 
ια [α. Ἴσιν ὸκ 4 ουν 29) ἐκ | τα συν 2χ ὁχ - 
4 0 4”ο ο 
π π 
{ τρ ο ια, αι [συν ἂκ κα. 
α. ουν” 2χ κ - 3 [χ]. - οχ]. --ᾱ- κ. ' ἀχΞ 
Ἴ πι νι. ο κκ 


π π 
Ξ1 ο πα ον ο. αχ] 
4 βίο 430 4 ΦΣ 13 ή Χ]ο 
Ἂὴ 
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5 κ ᾱ 
α τ 2 - 
ας] έν Ἱ αρκρα, συν» 
τα α. α 2 
2 3 2 


ΜΗ 


συν ἡ2κ ἂχ 


μμ 


Εφαρμογή 3 
Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 


1.- Γκαημλωι 4 βσυνωῇ) ἀἱ, όπου α, β, ω, ἔ 6Η, ω 20. 


ΛΥΣΗ 
Είναι [Ξ Γωμτωι ᾱ κ} βσυντωι ᾱι- 


. σα Ἱ- θωῦ πετ το ας 


 . αν β/ ουν ως - 


πσκεξκ- ας ἆνπν Θα) αμ ο) ο- 
.-. κεβα αλ. ςε ΙΒ. 


ἀα53 μαι 


Ολοκληρώμµατα της µορφής: 
Α- αμα) συν(λκ) κ, ΒΞ Γαµῶ πμί(λα) ᾱκ, 


Ες {ουν ιο συν(λκ) ἀκ, ὁόπου ἕ, λε Η’. 
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Τα ολοκληρώµατα Α. Β. Γ μετασχηματίζονται σε απλά ολοκληρώματα µε τους 
τύπους μετατροπής Ἠινοµένου σε άθροισμα. 
Θυμίζουμετους τύπους: 


ΖηµΑ συνΒ - ημ(ὰ - Β) «Ἡμ(Α -- Β) 


ΖημΑ Ἡμβ - συν (Α - Β) - συν (Α38) 


2συν Α σννΒ - συν (Α - Β) -- συν (Α -- Β) 


Εφαρμογή 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
π π 
Π 3 
α-/ ημ (2) συν (6π) ἂν, Β- [ σν κ συν Ἰκ ὃς, 
ϱ α 
α 
3 
Τ τη, ημᾶχ ημχ ἆχ 
ο 
ΑΥΣΗ 
α π π 
3 3 3 
α-α/{ (ἡμᾶς - ημΑσ) ἀχΞ 1 η ημᾶν ἂχ - 1 / ημάκ ἀχ ή 
230 20 270 


π 


π 
Α---ἰἴσυνθχις «ἑᾖσυνάχιο-- -ἆ (συν2α- συν 0) -- ἶ (συναπ- συν 0)--- ο. 
16 δ 16 8 8 


π ο 
Β- / συνκ οσυνῖκ ἀχ -α/ (συνᾶχ -- συνθσ) χ ή 
Π 0 


ο ο 
Β-1 σνᾶκάχαἳ | συνόκ ἀχ -- --[ημᾶκ]ὰ -- -ᾱ- [ημόχ]ὰ 
24ο 240 16 [1μδα]ο ντ [ημόν]ς 


δα 


α 
Τ τν] ημὸκ ημχ ἀχ- 1 / (συν2κ - συν4χ) χ ή 
ο ο 


ο 


Μέθοδοι ολοκλήρωσης. Γι 


πε. 


να 
Φι 


2 Ξ 
Τ-1 { συνοχ ἂχ ας συνάκ ἀχ --ᾱ- ημλκ ο ο ημάχ. 
21ο 2"ο 48 πως Ἀ 


{σα -ημθ) - τσ θ1μὸπ -'μθ)- 0 


ᾷ1ᾷ1ό6όΠ κατ ΠΥγοο έα (Αναγωγικοί τύποι) 


Στις ασκήσεις αυτές έχουµε να υπολογίσουμε ολοκληρώματα που εξι 
από τον φυσικό ν. Για να τις λύσουμε προσπαθούμε να βρούμε έναν αναγωγινό 
τύπο, τον οποίο εφαρμόζοντας διαδοχικά. καταλήγουμε σε γνωστό ολοχλήρωμα. 
Συνήθως στις ασκήσεις αυτές δουλεύουμε µε την κατά παράγοντες ολοκλήρωση. 


ρτώνται 


Εφαρμογή ἲ 
Να βρεθεί ένας αναγωγικός τύπος για τα επόμενα ολομληρώματα. 


4) ος) ηὐκόν 19 κ. ου)κος, γεν 


ΑΥΣΗ 


1) Είναι Ιω) η” κημκ ἄκσ- ) ην κ(συνκ} 


Ξ- πμ" ἱχσυνχ-{ 6 - Ὁ) ημ”χ συνχ ἁκ 
η Ὀ/ πμ”  -πμί) ὁκ 


Ξ- ημ” ΙΧ συνχ --(ν - ο. ἀχ -(ν- η] ημχ ἂχ 


Ξ- ημ” ΙΧ σύνχ -ε (ν - 1) Τν.2- (ν - 1) ἵν 


ελ... 
αι Ἓσννι ο. Ί2 |, λακάθε ν 23. 
ν 4 


Ἐπομένωος είναι 


ἡοπριάς--ἅπασεε 
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[π ο. ἁημοχας,ςεξ. 


2. 4 


1) Ἐπειδή για ΧΞ : -τ είναι συνχξ συν ε πμι, ο υπολογισμόστου ᾗν 


γίνεται ὅπως του 1, και βρίσκουμε. 


α 
αν-  Ἴμκσον ΝΤ, μαάθενΣ 3 


ν ν 
ορ. ἄχξημχτς 


ες /συβκ ος - ) 1) πχ δν «1 κά Εημκκειος Ε. 


ω 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Οι παραπάνω αναγωγικοί τύποι ισχύουν και για νε 7, και έχουµε: 
«οκ. 1 ος Ίν-2 και 
ημχ ν η 
--.- ο ωμά ποστς, για κάθεν 22 
συν. ΥΓ αμ κ ν- 


Ἐφαρμογή Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 


μυ 
η 


{ ημὲκ κ και / συνῖχ πχ, 
ς ν 


Εφαρμογή 2 
Να βρεθεί ένας αναγωγικός τύπος για το ολοκλήρωμα 


Ίων) κ (η κ πι ν ΕΝ. 


ΛΥΣΗ 


χπ γαι Ε)Ξ (πχ). 


Θέτουμε Ια)Ξ- 
πι | 


Τότε είναι Να) χα και εαν ζπκ) : μ 


Μέθοδοι ολοκλήρωσης, 


Τώρα έχουµε 


ΊπινΞ νω εῴο ἀχΞ ποσα) - ο Ε΄) ἁκ, οτότε 


ζωα) 


1 


(ηκ)” δη -ν θΗχ). αὰχ ἠ 


ἀλν ν Ιν. .... } ἂκ ἠ 
πε 1 


τῃ -- 
πιει ν 
πι ντ ἃ ----. (ηχ)" - σπιν 1 
Πιτ 1 πι 1 


Ἐφαρμογή 


Να υπολογιστεί το ολομλήρωμα 1 [κ (πχ) αχ 
ι 


Ἐφαρμογή ἲ 
Να βρεθεί ένας αναγωγικός τύπος για το ολοκλήρωμα 


πο) όὰα, 1πθ νεκ 


ΑΥΣΗ 


Θέτουμε Πα) Ξ χν και Σί4)Ξ : 
Τότε έχουµε Πο νκ" και Ε΄) - εὖ Συνεπώς το 1ν υράφεται 


ΊνΞ / προ ε/) ἀχ- πο εο)- / ποσο  ἡ 


ος [ενος α εὖας «εκ 


Εφαρμογή 


Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 1 Ξ{ 7 εὖχ αχ 
ο 


14 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΕ ΥΠΟΔΕΙΞΙΗ 


Ί. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
" 
Ἐξ ᾱκ 


ἃ συνχ γεφχ 


Ε 


ο απ 
Υπόδεξητ«2) να... 
ξ 2γεφχ 


2. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. 


ος μα 


τα στ--ε-αχ,α 0. 
ας κώ:(αᾶακα 
Ὑπόδειξη :Θέτουμε 


αοδε, Ἡ 
χΧτα 


ας «αὸ (κἲ ααὖ) 
προσδιορίζουµετοὺς Α, Β, Ο. Ὀ.... 
4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


ι 
ή] ἂν 


ο (κ (ςκ- 0χ7 
Ὑπόδειξη : Θέτουμε 


χὲ Άι 3 ές 


φαΏ 
πα” κέκα; 


κδκγῃαυ κ χφὶ κ 


προσδιορίζουµετους Α. Β, 6Ο, Ὀ.... 


4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
- ση Φ1 
πλ. 

Ὑπόδειξη : ή 


3 η η 
Ἐαώ, ᾱ ας Ἑ ᾱ- Ἡ- 4 
ονδε ας αυ αν 


ο... 
α- οἱ α- 0 


κά ᾗ. ὁ 


5. Να υπολογιστεί το ολοχλήρωμα 


τ- όν. 
συνχ 
Ὑπόδειξη :]- [ουν ἀχ- 
συν χ 
συνκ τάκ- Ιω) ος 
αἱ την)  -αμέκὴ 


Θέτουμε ημε Ξὶ. οπότε (ημακ) ὁχ - ᾱτ, 


Ἂρα έχουµε. 


ο ο ωτητ 


α-ῶ; "α-οία κο 


6. Να υπολογιστεί τὸ ολοκλήρωμα 


1- ὅχ 
κα 


Ὑπόδειξη : το 
2] 


- αν ἄν 
5 κας .2) 


Θέτουμε χὸξ{, οπότε (χδΥἄχ--ᾱ. 


τσ 


7. Να υπολογιστεί το ολονλήρωμα 


πε 
στ πη 


υπόδειξη : Θέτουμε κ ΙΞ ὦ (όπου το 6 
είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο 


τῶν 2 και 3). Έχουμε ἁχ -- 6ἱ5, οπότε 


ο οὗ -ᾱ- αι], 
Σεια 


28) 


Ασκήσεις 
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ιτ Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
ο 
άν ν3 


Ὑπόδειξη :Θέτουμε γάχ21-3 --τ-κγ4. 


1 


οπότε; 4χὲ 25 - 2χιγ4 «4κὲ και 


πο κ κα 
2ι 


9, Κα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


και 


Ὑπόδειξη : Θέτουμε { κε 
2κάχΞ214ϊι ή χάχξιάι, οπότε 


Ὑπόδειξη : Θέτουμε ϱἳ 4 1 Ξ ιν οπότε 
ἑ3 ἂχ --4:3 άι παι 


α., ελ 4 ᾱ 
- αν μἱα- 


11. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


[ο /ατκ 


1 


αοε, 


Ὑπόδειξη : Θέτουμε κ) -Ξτ οπότε 
Όκ ἂχ Ξ ᾱι. Έχουμε 


1-1 10 ηλ [2 
23 ἡεκὶ 


2 


Θέτουμε τ Ηἱ 5 υ2, οπότε ἁτ --2η ὁμ και 


είναι το ὰ- 
2 


2μά- {8 τμ. 


12. Να δείξετε ότι το ολοκλήρωμα. 


κος δενεξαρτάται απότοα. 


Ὑπόδειξη : Θέτουμε χ Ξ αἰ. οπότε 
ἀχ-α 4 και το ολομλήρωμα γράφεται 


ας 


ο 


Θέτουμε τ-ι. οπότε 21άτΞ ἁμ... 
19. Να υπολογιστεί τὸ ολοκλήρωμα 


ο) κ κα, 


υπόδειξη :Θέτουμε [π « ἵκ --τ, οπότε 


1. Ίκ- 


ἡ Χ-α- Ε) και 


ἀκ- 12125 - )ὰ. Άρα έχουµε: 


ο ᾱἳ 
ν α- αι 


γα υἱ (ο) 


«ιο [ο μα... 


14. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 


1ο [αρὰ ἂχ 


Ὑπόδειξη :Θέτουμε }Χ Ξτ. οπότε 


ο 


-ᾱ- ἀκ-άι και ἀχ-2τά. Ἆρα 
24κ 


152 ᾗτημιάιξ- 2] (συν) ἆ- 


-- 21συνῖ .2 ουν... 


15. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 
« 


1 ]. πιβκ(ημκ. συνκ) ἂχ 9) 
ο 


1π6 Ολυκληρωτικός λογισμός 


(η 


πόδειξη : Είναι 


ο. αν / 2σονάκ συνόκ ἂχ -- 
[ρυνα, ον κ [ο 3, : 


πιαχ (ΠΜΧ, συνχ)- 


θκκκΣ ημκ. αν χε[α, τ] 


44. / 2συνὸκ συνόκ ἀχ.... 
4 


. 
Ἔχουμε / συνς όχ κε { ημκ αχ... 19. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 
ο : 
3 
εετα 


16.λα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 


εῴΧ 
ϱ 1 ΦΥ2 συνχ 


Ὑπόδειξη: Θέτουμε συνκ 1. οπότε 


αι εφκ-- γιος ο 


τ 28/να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 


Ἱε]- ἁ 
οὐνχ -συνα 


ἁ 
2 


όπου κ τικειι 


Ὑπόδειξη: Θέτουμε εφχ -τ. οπότε 
ᾱκ 


: : . ---ᾱκ Άμα είναι 
πανω μ. αμ]. ουνχ 
Φα 2υ  χαήσι 
Ὅ 3 --- συνὲχ Ξ/ ἁ . 
ἆ αΤ. Να υπολογιστεί το ολονλήρωµα: πονα ασινία (! οκ) 
σινὶκ. 


Ὑπόδτιξη : Θέτουμε ημ2χ - ἰ, οπότε 


ο ος ὃν ος 
2ημκ συνχ ἀχ-- ας ἡ ημ2α ἀχ -ἁς, (ανα (σα πγαζουνα 


Ἱ- ἆ κ[. 4 


πρης ς[ εφα ! -” 
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18. Κα ὑπολοαστεί το ολοκλήρωμα 21. Να υπολογιστεί το ολομλήρωμα: 
- ὁκ 
ον συνὸ συνόχ ἀχ Ε 


Ὑπόδε 


: Ὑπόδειξη: Θέτουμε εφ»; Ξἴ οπότε 
ἴε- α [ρωνε σνχ)σινόχ- 
νο 


-κ- 24 ημκς 2 καισυνκ- τε. 
1.ώ . 11 


ο Γ }ουµκκσνούσνάκᾶς-- 
2 


Ασκήσεις. 


177 


Είναι 152 δ.- Ξ 


τα εἶπει» 


.--. 


21[- 


εἠ πα μη 
ασΌς-5 


42. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


[κι ᾱκ 


σ 


Ὑπόδειξη : Είναι 1-ὰ κενο. 


23, Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
κ 
σας 


τν 
Ὑπόδειξη : Θέτουμε χα Ι-τ και είναι 
ἂχ Ξάι. Ἆρα έχουµε 


2 
αυ)! 
Ἱ το 


Ἑ άξ 


24. Να υπολογιστεί το ολομλήρωμα 


ῷ μα 
ο [πο κ κ 


ρ χο] 
Ὑπόδειξη :Θέτουμε Ίη (κ ΦΥ ακλΞτ 
ο. 
οπότε -ὐχ -ά και Ι- τάῃ.. 
γκι 5 


25, Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα : 


Ὑπόδειξη :Θέτουμείηκξι, άρα. ὰ κ -ά 


26. Να υπολογιστεί το ολογλήρωμα 


νι 
ἳ / Πας. κ2ὸς 
1... 
Ὑπόδειξη :Είναι 


' ; 
ι/ ῃ (ΑΥΤΑ. 1 ««χ2) ὁκ... 
0 


27. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


ια. 
Ὑπόδειξη : Θέτουμε 4 αχ} -τ οπότε 
2κ ὃχ - ἄϊ και κ Ξ: - 4, Άρα εἶναι 


1. [αοκὰς ο 
ἴ 3 


23 γ4 καὶ γι 


28. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


---- 


Ὑπόδειξη : Θέτουμε χὲ - τ΄ και 2χ ἂχ ἁἲ, 
οπότε: 


τα ᾗος. εἴ κάχς1-{ τεά- 
-ὰ ας 

Ξα {τ΄ ἀ... 

./ (6) 


425. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


κος 


(αρχΏ ν. 


Ὑπόδειξη : Θέτουμε α « Όχ" - χ’ ἱ' οπότε 


ομά 


115 


Ολοχληρωτικός λογιοµός 


Ὑπόδειξη : Είναι 


2χ κ 


ας) ελθ 


Ξαοκληο 
αὐ κκ 
οπότε πια). ἐκ. 

να ϱομθ 


άρα Ρ(ά)Ξ 1 καιη () δίνει... 


και 6) Χ. 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Ἱ. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


3. Να υπολογιστεί το ολοχλήρωμα 


} 


ἳ - 
Ιαν ο 4{ 
1 ᾗ ὅ 


Δ. Να ππολογιστούν τα ολοχληρώματα 


ε 
Π ρω-/ χ2 Ίηχ ἄχ 


ε 
υ] εως αἱ Ταχ -κ2) κ 


και ακόµητο ἥπι Ε2(λ). 
1203 


-ὰ, Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


Ἡ 
Εξ Ιη2 ΑΧ ᾷχ 
2-κ 


[ 


Ἐν Ώ Να ππολογιστεί το ολοκλήρωμα, 


Ι-/ οἱ ἅ ἵ 
ι τ 
ο 


ἜἌ Αν ν. ὴ ο. ᾱτ, να υπολογιστεί 
Π 


ο- 


το άθροισμα ὄνΞ ΙΕ ε--- εν. 


ὃς, 


. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα . 


ε ἃἁὰ 
5 ο 


7. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


Ἱ 
- ἴπ( -2κ) ἂν 
ο 


8. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


2 
1-- ημοχ 
υ 1 φημὲκ 


8 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
: 4 
1- / ἅταγχ ὡς 
ι 
10, Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


πο 
-ᾗ εἳγεῖ-Ι ἀκ 
ο 


1Χ. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


/ Π]άΞἆ ΧΙΧΙικεΒ. 
Π 2 


1δ. Για ποια τιµή του αεξ. είναι 


α 
ὓ ή: κ(]-κ)άχ-0 
ο 


α 
8) Γἱκαυνί-ο 


Ι9 


Ασκήσεις 


(να αποδειχθεί ότι 
Γωιή λά «Χ! 9) κ!)ιχεΚ. 
ο 2 


14, Με τη μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά 
παράγοντες να υπολογιστούν τα ολονλη- 


θώματα: 
2 

δα χὰ οἳ ὁχ 
[ 
ι 

µ-/{ (αχ) «Ὁκ 4 } εἲ ἂχ 
υ 


18. Να αποδειχθεί ότι 


1 
Γονο-ε[ στα 
- ο 

16. Με τη µέθοδο της αντικατάστασης να 
γπολυγιστούν τα ολοκληρώματα: 


2 
π ἂν 
3 


Α- 
Ε γτακ 


1 
µ-/{ εκ οκ ὰ 
ὃ 


π 


η 
ας χζσυνκ ἆχ 
5 


17. Με τη μέθοδο της ολοκλήρωσης κατά 
παράγοντες να υπολογιστούν τα Ολοκλη- 


ρώματα: 


ε 
Α / κ Ἱηχάχ νε Ν” 
' 


π 
--ῃ χξ. ημχ ὡς 
ο 


9 
/ συν (ηχ) ὁχ 
Π 
ϱ 


18. Να υπολογιστεί το ολομλήρωμα 


ας μάς 
ημχ (1 «συνκ) 


η) 


19. Να υπολογιστεί το ολοχλήρωµα ὼ 
τας ο. δρ 


μα 
συνκ (συνκ - ημα) 


420. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


- λα 
τε να. ος 
5 ημκ «συνκ 


21. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα 


Ἶ / 
ολο ο... 
συνχ ἡμχ. 
22. Να δείξετε ότι; 
ε 
ἂκ 4 ]π2. 


24 Χα υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
15 ή Υκτ-ε! ᾱχ 


425. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
χέγα ὃς 


1- 
οακχκ η” 


26. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


π 
2 

ὦβ) Έστω Α ᾗ Ίπ (συνς) κ. 
η 
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ἓ 
ο-/{ Ίπ (ημὸν) ὁχ 
ο 


Ναδείξετε ότι Α-«Β-ς-2Α . 12. 
. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
προ 
ὴ Να πολαμοτεί το ολοκλήρωμα. 


” 


4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
α 


ι/ αἱ συνκ} ὡς. 
ο 


να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. 


-- 


ἁκ. 
ελα 


τμ. α τας 


ας ακδὸ α κκ 


34. Να ὑπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


Ὀ 
ο πο) µε μα) Ξγα-αο-σ) 
α 
αςὈ, [α.Ὀ]-»Κ. 
Ἀς. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα. 
: 4 


αι αμ 
ο ταΊκ 


36. Να πανω. το ολοκλήρωμα. 


ο. 


τ ορια 


33. Να ο, τα ολοκληρώματα: 


υώ Να βρεθεί αναγωγιχός τύπος για κ 


μα ᾱς αμ δαν 
Ἀά.Αν ο) 


Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα : 


ποστ ν πι Ε(1, 5). 
-2κ-1 


ϱ τν ΠΜ) κ μμ] πα) αν 


Ἀφί Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα: 


5 
πε] εἰ συν(λκ) ἆκ και 
α 
5 
-ᾗ ο ημλκ) ς 
α 


40. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 


δα 4κ 


α Ακ «Υκεδ) 


1. Με τη μέθοδο της αντιµατάστασης να 
(ολογιστούν τα ολοκληρώματα: 


| 6 πα 


Ξ 
ολ] -μα 
. 3 συνχ 


ὃτ 
42. Αν ως ημχάχ,νεΝ. νΣ2 
ο 


να αποδειχθεί ότι είναι: 
Ό 12 61) 1ν εἰ ζω καιμετά να 
υπολογισπέτο Ἰς. 
υπ -- 


..- 


. ϱν- 


τ) ἥπι θν. 0-2, 
2-4:6-... ϱν) π 


τύπος ΑΙ5. 


Ασκήσεις 
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49. Να υπολογιστούν το ολοκληρώµατα 


ε 
- κκ) 4χ 
ἳ 


Ἱ 
κ. εημχόχ αςξ. 
0 


[ 
κνημίπα),νε Ν,ναδει- 


α ο 42) πο 
π πό 


χθεί ότι ΊνιΞ 


και έπειτα υπολογίστετο 


45. Δείξτε ὅτι: 


.”- ορ 
/ κ ο. 
ὖ 


οὐ  αἲ 
Ἔ(δ- δρ: 


46. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 


α-ν 


Π 
δν ημοκ κ 1) ἂχ 
µ (π-ᾱὴ 


α- 


Ὀ 
4. Ὑπολογίστε το ολοκλήρωμα 


: 
5) ασσς  πατα 
κ 


6 


4δ. Έστω η συνάρτηση ἸἩ : [- {, ο) µε 


Ὑπολογίστε τη συνάρτηση Ε µε 
Εζ) / κος 
1111 


46, Ὑπολογίστε το ολοκλήρωμα 
/ σειἁ. 
ο 


Ξθ. Έστω ως] Βημτά. 
υ υ 


ἢ Δείξτε ότι Ι«) -- χ’ σύνχ- 
νχυ 1 ημχ - νίν -Ώ) 1, 26) 
1) Βρείτε [{5) ν 1). Εν 20. 


54. Έστω ιω-/ τσυνεάι . 
ο 
ἢ Βρείτε αναγωγικό τύπο μεταξύ } και 


1 -ὰ 


Π) Υπολογίστε {ς, 1. 12.1 


Ὁ Βρείτε α,) ε Κ ώστε να ισχύει Ίια 


ως 
χεῖο τ 

4- 
1. ασυνκ , Ὦουνκ 
ο κος 


συν 1 -ημκ 1 α-ημχ 
και υπολογίστε το ]ο.. 


θδαξτεόα 2νΊν- Ον -εΙ)-ἷωι- 2 ἃ 
12 
Ὑπολομίσατο 


Α9. Έστω Ίαν 


[ 
/ κΚΙ-κ} άν ας Ν 3 
ῦ 


αόχ. 


1 
και Ἱία.0)- ή 
ο 


ὈΔείετε ότι Ιία ΕΙ. να. Ίαν εἰ) 
γε! 
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οὔ 1 Ἱα, ν) - [ία, νε 1) -- Ἱα-1.ν) και 


Καντ νο Καν. 
να 2 


Π1) Για σταθερό α ΕΝ΄ υπολογίστε 
χία, 0) και δείξτε ότι 
--- 1 δω Όν 

(ακθ(α κδ. ανν κὉ 


για κάθενε Ν΄. 


54. Ὑπολογίοτε τα υλοκληρώματα: 


ἵ 
1ς κ κ 


ο (κι σςο 


ο ὦ 
../ : 


-αακυ)α- 


Ἐδὶ Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα 


ο μ-- 


αυ (2 


3 
τᾗ ο κ κ 


3 (κ 1 α- 


3 
τὴ ου, 
2α- (κ κ2 


56. Ὑπολογίστε τα ολοχληρώματα 


9 ια. οκ. αι 
κα 


ν 
Π / ϱκ- 1 1κ-2 οκ. ἠΚ.Ν) ὁχ νε 
το 


π 


2 
Ἰρ / ας συν --ημ’κ) ἁχ 
ο 


2π 


1) ᾷ (ςημκί εΙσυνκ]) ἂχ 


κ Ὢ 


ὠ ἱκτδίακα 
αχ Κ.3 
' 

νὶ ας 
ο γκαδὸ 

ἡ { ωα] 

νὴ ε. 

. μα 


Ασία 


[ 


37. Να βρεθεί αναγωγικός τύπος για το 
ολοκλήρωμα 


ἴπντ- το, ην χσυνχὁχ 


58. Να βρεθεί αναγωγικός τύπος για το 
ολοκλήρωμα 


α. απ τάς, 
γα γὔῦχ ες 


όπου πιΕΝ καια»-0 


(ϱ9)λνα βοεῦεί αναγωγικός τίπος Ίαι το 
ολοκλήρωμα 


κ.) 
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1.10 Εφαρκογές τῶν οθισµιένων ολοκλήφω- 
εάτων 


Στην παράγραφο αυτή χρησιμοποιούμε το ορισμένο ολοκλήρωμα Ύια να Όπο- 
λογίσουµε διάφορα μεγέθη. όπως εμβαδόν διαφόρων χωρίων, όγκο στερεών από 
περιστροφή γαι έργο δύναμης. 


α) Εμβαδόν επίπεδου χωρίου που ορέξδεται α- 
πό µια συνάθρτησ. 
Περίπτωση 1. 
Όπως είδαµε στην παράγραφο 1.3 αν η ἓ είναι συνεχής συνάρτηση στο [α. Ρ] και 


ἃ 
κ) 20 για κάθε χεία, 0] τότε το ολομλήρωμα / 10 ὁκ µας δίνειτο εμβαδό 


της επιφάνειας που περικλείεται από την . κ 


καμπύλη Υ Ξ [(κ). του άξονα χ΄Χκαιτις εὖ- 
θείεςχ-α καικ-ῦ ή όπως λέμετο χωρίο 
Ασχ. 1 έχει εμβαδόν 


Περίπτωση 2. 
Αν Γκ) ςθ, για κάθε χε[α, Ὁ]. σχ. 2, τότε 


” 
/ ἔω)άχςθ. οπότετο ολοκλήρωμα ΟΡ Ἡ 


αντό δεν εκφράζει το εμβαδόν του χωρίου Α. Το χωρίο Β που είναι συμμετρικό 
του Α ὡς προς τον άξονα χ΄κ ορίζεται απὀ τη γραφική παράσταση της συνεχούς 
συνάρτησης - [.τις ευθείες χ-α ..κΞ Ὁ καὶ τον άξονα κ΄ κ. Επομένως σύµφωνα µε 


την Ι περίπτωση έχουµε: 


ο . 
Ε(Β)- 1 ο Πα) ἂχ 
Επειδή τα χωρία Α χαι Β έχουν ίσα 
εµβαδά (λόγω συμμετρίας είναι ίσα γεω- 
μετρικά σχήματα). το χωρίο Α έχει εμβαδό, 


ΕΦ) Ξ. πω οκ 


Από όσα προαναφέραµε συμπεραίνουμε σχήμα 2 
λοιπόν τῃν πρόταση. 
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Αν η συνεχής συνάρτηση Ε στο ἴα. Β] διατηρεί σταθερό πρόση- 
μο τότε το εμβαδόν του χωρίου Α που ορίξεται από τη γραφι- 
|Μή παράσταση της ἔ, του άξονα κ΄ χ Ἀαιτις ευθείες µε εξισώ- 
σειςχΞ- ακαις- ϱ είναι: 
» 
Ξ / ε(π) | κ 


[ο ἀχ] 


Πρόταση 


Ε(Α) - 


Περίπτωση 3η 

Η συνάρτηση Ε είναι κατά τμήματα 
θετική και αρνητική στο [α. 0] (σχ. 3). 

Το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου 
χωρίου Α που περικλείεται απὀ τη 
γραφική παράσταση της ἴ, τις ευθείες 
Χξα,κξῦ και τον άξονα χ΄κ. είναι 
ίσο µε το εμβαδόΣ του χωρίου που πε- 
ρικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της | ΕΙ (με τη δυακεκοµένη γραμμή) τις 
εχξα,χΞξῦπαιτον ἄξοναχ χ., 
Ἐπομένως 


σχήμα 3 


Ἡ 
Ε(Α) - πὶ Ε(α) | ἂκ 


ήπιο αναλυτικά για τη συνάρτηση του σχήµατος 3 ιοχύει: 


Ε(Α)Ξ Γιο ᾱχ- Γιω 4χ -- Γω ἂχ [ο ἂχ 


Απλαδή στην περίπτωση αυτή 
9 Τις να βρούμε το Ε(Α) βρίσκουμε τις οἵζες ϱ, ΓΞ 1. 2). ν της ἳ στο [ᾳ, ΡΙ. 


Γω υπ / {π) ἀχι] Γιω ἄχ 
Ν κ 


α 


Είναι τότε: Ε(Α)5 .. 4έπονΑΕ: με θιζῤος..«θν. 


ΕΡΑΡΜΟΓΕΣ 


Εφαρμογή 1 

ΊΝα βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράστα- 
ση της συνάρτησης Ι(χ) -- κ} κ την ευθεία κ- 1 και απὀ του δυο! 
άξονες . 


ΑΥΣΗ 
Ο άξοναςτων ν΄ έχει εξίσωση κ-0. Έχουμε λοιπόν : 
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Ἐ Ξ [Ίο ὁχ και επειδή 
ο 


«ΧΑΦ Χ2Ζ0 για χάθε χε |6, 1. είναι 


1 

212 

μα νο 

[ εν σας 
«Έα. τι 
4 8 12 ης 
Πορατήρηση 


ϱ Η εὐθεα Χχ- 1/2 χωοίζει το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από 
τον άξονα των κ καιτην «,σε δύο ισεμβαδικά µέρη. (ισοδύναμο). 


Ἐφαρμογή 2 
Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου πον περιμλείεται απύ τους άξονες κ΄ χ, γ΄ Υ, 
την ευθεία Χ - 4 και την καμπύλης, τῆς συνάρτησης {Εσ)- ο-- 
1 -- ἓκ 
ΑΥΣΗ 


Ο ἀξονας των ν έχει εξίσωση χ- 0. Έχουμελοιπόν: 
Ὁ 

Ε- ΓΙ --- Ξ { 1 
{πα σ. 1 γκ 
Θέτουμε ἕκ -τ τότε ἀχ-ά. 


ᾱκ γιατί [20 για κάθε χε [θ, 4). 


Τια ΧΞ0 εἶναι 1Ξ0 αιγια κΞά4 είναι 12. Επομένως 
3 


ε./ κ. --- ι α-2ᾗ{ι Για} 
ο 2/ς (1 ΥΣ} σε. ἄν ητι 


22 τ-ΙΠ(Ι 0) Ξ4 -2Ι13 τμ 
ο 
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Εφαρμογή 3 
Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράστα- 
ση της συνάρτησης Ε(χ)- |Χ2- Ί[ τον άξονα χ΄ χκαιτις ευθείες κΞ- 2και κΞ2 


ΑΥΣΗ 


Η Ι είναι συνεχής 
στο [-2, 2] επομένως 


2 
ε./{; ΓΙ) 1 ἀκ -- 
2 


- | αι ας. 
-- 


[.-., αν χε[-1, 


Έχουμε ΠΟ) - (οι ρίζες της [είναι - 1. και 1). 


στις αν χε. Ό ως, ) 


{µ-ὐ δες Αακ} -ὐς- 


Επομένως Ἐ 


αλ 
3 


ἤΠποαρατήθρηση 


9 Γπειδή η [ είναι άρτια συνάρτηση μπορούμε να γράψουμε 


Ἅν τος 


Εφαρμογή 4 


Ἆα βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράστα- 


στάση (ο) της συνάρτησης { με (κ) - -ᾱ Τ16- κ: καιτον άξονα χ΄ΟΣ. 
4 


ΛΥΣΗ 
Ἡ Γέχει πεδίο ορισμού ΑΞ [- 4. 4]. Βρίσκουμε πρώτα τα σηµεία τοµής της () µε 
τον άξονα κ΄ κ. 


Έχουμε: [0)-0 ή -φ γκο ἡ Ι6-χί-θήκςσά. 


Άρα ζητάμε τώρα το εμβαδό του χωοίου που περικλείεται «πό την (ο) τον ἄξο- 
να χ΄χ παντις εὐθείες µε εξισώσεις ΧΞ-4 και χΞ4. Ἡ συνάρτηση Ε είναι συνε - 
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χής στο [- 4, 4] και για κάθε χε[- 4. 4] είναι 


ΕΚ) Ξ-ἆ γιδ-κὂ κ ἁρα είναι 


- α 
ε-/ μία [5 γ16-κ' 
ιν κα 


ρου: : 
ο] {ιό ὅα-οᾱ [ Υ16-κὸ ὁς () 
4” 40 


3 


Θέτουμε κΞ4 εμιε ας . 
μι ημ. 2132] 


ΤιακΞ Θ εἶναι ΠηµίΞΟ ή {Ξ0 παιγιακΞ-4 


είναι ημτΞ 1 ή επ. 


Απότην (1) έχουµε: Ε- : { Ἠ1ό - 1δημ (4ημὺ΄ ὁτ 
0 


ε-»/{ 


ο 


πα 


4συνι -4συνι ἆι --24 { συν ἄι 
ο 


4 « 
Έτ ᾗ 1. συνοί µ1ὸ [κ σνοὺ αι 
ο 2 Π 


ε. ο 


ο 


149 ρ/ συνὂ: 4τΞ πο (μδή ἀςΞ. 
ς ᾗ 


α 
Ξόπγό [ημ2ες Ξόπ τμ 


Εφαρμογή 5 


Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την παραβολή! 


γ2Ξ4ακ καιτην ευθεία χ-α,α»ῦ. 


4αχ έχει κορυφή το σηµείο (0, 0). 
Έχουμε γ-  2ύακ. Ο κλάδος τῆς παραβολής που βρίσκεται πάνω από τον 


άξονα των κ΄ κ έχει εξίσωση Υ- 2γαχ. 
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Ε-λει-σ/ 2γαχ ἂκ- 
ο 


Εφαρμογή 6 
Έστω παραβολή } - Εχ) - αχ :Ἡκ 4Υ πον τέμνει τον άξονα Χ΄ἅ στα ση- 
µεία Α μαι Β. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από 


3 
την παραβολή και τη χορδή ΑΒ δίνεται από τη σχέση Ε2- ιο -4αγ) . 
386α” 


ΑΥΣΗ 
Ἐφ' όσον η παραβολή τέμνει τον χ΄χ θα έχει οἴζες πραγματικές, Έστω Σι, κ, 


(Χα) οι πραγματικές ρίζες της εξίσωσιις αχὲ « Ὀχ-ΕΥΞ Ο(άρα’ -4αγ20). 


2 
Ἐίναι ε-/ [αχ εΡχσγ 


Ἐπειδή στο χι, χο] το ακ- «Όχ3Υ διατηρεί 
σταθερό πρόσημο έχουµε: 


ε-] { (αχξς Όχ ε γ]άΧ 
πι 


Ρίναι 


κ» 
15 (αχξ -ε Όχ -- )) κ - 


κ 


σε ος 5] ασε] 109 -4αγ., 4αΥ -Βὲ επομένως. 
2ἱα ἡ Γ 


2 Λα”) (0) -4αν 3 αν), 
Εξ«ιιρς ή εἰς [ὅ-δα) (ο -4αγ] , (ὐ -4αγ) 


36α) 36α4 
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ᾳ{ΠΙαρατήρηση 
ϱ Ανχι «χ, τότεισχύει: 


{2 
κκ ο χε κκ εκ) - 
α 


Εφαρμογή 7 
Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περι»λείεται απὀ τη γραφική παρά- 
σταση της συνάρτησης ἓ µε Γκ) - 3κ2 - 10χ 4 3 του άξονα χ΄Οχ και των 
ευθειών µε εξισώσειςχκΞ 0 »αικ 5. 
ΑΥΣΗ 
Ἡ συνάρτηση ! µε ΠΧ) Ξ- 3χ2 - 10χ - 3 είναι συνεχής στο Ι έχει ρίζες 1/3 και 3 
Χαι το πρόσημο αυτής δίνεται από τον πίνακα 


ο 3 


Το εμβαδό χωρίου που περικλείε- 
ται από την (6), τον άξονα χ΄κ και 
τις εὐθείες χ-0 χαιχ--5 είναι 


Ἐξ Ἆν τς 


3 
/ τσο ἀχ. 
ο 


/{ : Γ(ὰχ. 


ω 


3 
Ἡ {09 ἂκ 
: 


Ἡ 
ή 02: ΊΟχὰ 2 ὖκΞ 


Είναι: 


1 

τ 13 

ἆκτ. 1012 κ κ] Ξ 
9 


9 Ες) ὧχ 
ο 3 ο 


αἴκδιδκεν Ακ)ὸ- 19 
ὦ ο 


3 
ο/ [ο κ χὴ-σχλς ὃκ Ἱ- 
8 
3 


. 
ο/ Πχ) ἂν -[κὴ-5 χὸ ος θχ[ ος 24 
ῇ ι 


᾿ ο 5 15 13 
Άι Ἴ Ἑ Ὅ ἰ-θ-.14:24 τ. 
ρααπό (1) έχουµε Ε στ 9 ο 24τμ 
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3. 


5 
1 ο 24 . 24ἱ 


ο μ/δᾳ 92) δα ο τΗΓ2) αλ] 


” 
- αῄι. αγ. . 2ι- -ἲ αι - 
2 2 τοι 


Ξ| μπε ἡη ττ ἴπα « 2) η βαν ο τμ 


Ἐφαρμογή 10 


Δίνεται η συνάρτηση Γμε ία) Ξκε - 
κ 


αν 

'α) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράστα- 
ση (6) της Τ τον άξονα χΧ΄ Οχ και τις ευθείες µε εξισώσεις κ -Ι καικξ{ί µε] 
{δ. 

Β) Έστω Ε{) το εμβαδό του προηγούμενου χωρίου. Να υπολόγέσετε το όριο 
πι Ε(9. 


ΛΥΣΗ 


α) Η συνάρτηση µε ἵο) κ ος είναι συνεχής στο ΙΚ᾽ και για χε[1, ἴ]. µε 
οκ. 


Τ21 είναι) Ξ κ α ο. 
2χ' 

Άρα το εμβαδό ΕίΤ που ορίζεται. 
από την (ο), τον να Χ΄ Οχ και τις 
ευθείες µε εξισώσεις ΧΞΙ. ΧΞΙ,Γ1 
είναν: 


ΕθΞ / τω κ - / [ ΄ ο] όκ- 


ϐ) Είναι μι Ἐθ-Ξ πω -- 


νι ο 1... 


192 Ολοχληρωτικός λογισμός 


Εφαρμογή 11 
ἰ) Να βρεθεί το εμβαδό ΕΙ) του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική! 
παράσταση της συνάρτησης { µε Γκ) Ξ Ίπχ τον άξονα χ΄ Οχ και τις ευθείες µε 
εξισώσεις ΧΞ1 και χξι,(θς« ές 1). 
18) Να εξεταστεί αν η συνάρτηση Ε(),0θ«{ς 1 έχει τοπικό ακρότατο. 


1) Ὑπολογίστε το όρια : Ιῖπι Ε(9). 
αντ 


ΛΥΣΗ 
13) Ἡ συνάρτηση Ε με ΕίΧ) Ξ Ιηχ είναι συ- 
νεχής στο (0. --ο») και για κάθε χεῄ[τ. 1] 
μεθςις | είναι Κκ)ς0 ἀρά το εµβα- 
δόν Ε(9 του χωρίου που περικλείεται 
από την (6) του άξονα κ΄ Οχκ χαι τις εὐ- 
θείες χΞτχαιχ-ἰ είναι 


' : 
Εως {Πω ]ός - | ἶπ όχΞ 


ο ι 


--[ε πχ) ὄν ο) Ἰπν ὡς ἡ 


τ τ 
--- τἴπχ ας - {0 Ίηκ ὁν ή 
[ ι 


τ 
ο  κπκ λες] κ. (0) ᾱκ ή 
' 


ἳ Ἱ 

Εως) κ. ἀκσ επ 1 ἡ 
' Π 

ΕΩξτίηι- Χ]νθτίπι-εὔ1ν τε(ο, 1). 


189) Είναι Ε(θΞτΙπι- 1. Έχουμεξ(ῦ ΞΙπις1 - 5 πιςθγιακάθειε(θ, 1} 
άρα η Είτ ) γνησίως φθίνουσα στο (0. ! } και συνεπώς δεν έχει ακρότατο. 


111) Είναι πι Ε(Ο Ξ- [πι {πτ) ας ἵπι (- τε!) 
1-2. 1 α-οῦ. 


πι Ε(9 Ξ Ξ πι ΜΗ η 
πι Ε(0 πι ( 1.) 31 ΠΗ πω, [ων Ξ] 


1 


ἄπι ΕΩ) - πι 0 ορ πι ΓΙΟ Ξ1 τμ. 
υ.. τσ ως Τ 


: Ὡ 
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Εφαρμογή 12 


114). Ίνα υπολογίσετε το όριο : Ιἶπι Ε{α). 
--, 


ια 1ηχ. 50 
Έστω η συνάρτηση Γ µε ἔία) - ἱ 
0, 


Ὦ) Να αποδείξετε ότι η { είναι συνεχής στο χι, 0 


1) Να βρεθεί το εμβαδόν Εία) που περικλείεται από τη γραφική παράσταση (ο) 
της Ε,του άξονα κ΄ χµαιτις ευθείες ΧΣξΞε και χξαιῦκας]. 


χΧ-θ 


ΑΥΣΗ 


επομένως η Γ είναι συνεχής στο χο 0 
1) Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της 

γραφικής παράστασης της ἔ µε τον ᾱ- 

Έονα τώνκχ΄κ. 

Ἕνα σηµείο είναι το (0, 0). Παίρνουμε 

τώρα α)Ξ0,Χ20. 

Γίναι χξ ΊηχΞ 0 ή ΙηΧΞΘ άρακς 1. 


Γιά κ Σ 1 είναι ἴο) Ξ κὲ η 20 και για 


θκκς {είναι χἼπχ «0. 
Ἐπομένι 


το ζητούμενο εμβαδό είναι; 


' ε 
(ώ[ος κ] Γπῶ ἀκΞξ Ει- Ε2 
Π 


Έχουμε: 


α« 


' α 
... ο ο ] Ξ [ο (ηχΥ ἀχΞ 
[ ι 
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ί ς ας 1 20 
Εις /{ 2 οσα ον εν ας «ΕΤ. Ἶ 
2 α. αχ) ὁχ [ὰ Β 99 9 τ.μ. 
η 
Επομένως Ε(α) πΕμε επ Ίνα τα τμ 
1). Ιπι Ε(α) -- 1. Μπι (αὔπα) 1 «261 26) 2 
-σ- 4 α-λοὶ ο) 9 9 


[εναι τη (αἼπα)--ϱ µε Τ Ἡοερίια!] 
ανο- 


Εφαρμογή 13 
Έστω η συνάρτηση Ἡ µε Ισ) - πο ) . Χσ1. 
κα] 


Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 


της ἸΒ, τους άξονες ΟαΧ μαι ΟΥ παιτην ευθεία κΞ Σ. 


ΑΥΣΗ 
Στο διάστηµα |0, 1 εἴναιχ-{«0 ρα Ι)Ξ Ἰπ]-- ) ΞίΠ 
2 Ί-κ 
Προφανώς για κάθε χε 1 είναι Ιπ(!»- 1 }3 ος 
[κ-Ἡ 


Επομένως 


' 
2 
ΕΞ ᾗΓαδεα ες} πό δς- Ίπ ς]- κ) ἂχ 
τὰ ϱ ο 


ο 
Ἔστω Ες Γ]η (α- κ) ἀχ., θέτουµε α-κξι, ἀχξ -ϊ 
--- Κω πιά-επι κ) τά -- πε «το 


Ξτ(- Ιπῖ) - ο-- (α- χ) [1- Ιηία- χ)]/ ες 


1 
2 


ῃ 
ι 
Τότε { Ἰπ 0 -κ)ᾱς Ξ{ 
0 
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η 1- 


{τα ᾷ -χ) ᾱκ ο ο τ11) Ξ 


1 Σπ. 
ΜΜ] 


Εφαρμογή 14 


Αν ας είναι η τιµή του χ για την οποία η συνάρτηση {ΓίΧ) Ξ ---- 
κ 


παρουσιάξει ακρύτατο, βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
γραφική παράσταση της ἓ τον άξονα χ΄᾿χκαιτιςενθείες χ-1 καιχ-χ, 


ΛΥΣΗ 
Ἡ Ε ορίζεται γιαχάθε χ20. 


Είναι ἔαΞ κο 3 
χἳ 


Έχουμε τον πίνακα: 


8 4ο 


ο ης 
[[ἡ "να 


από τον οποίο συμπεραίνουμε ότι η { 
έχει μέγιστο να Χο ε. 


Έχουμε Πχ)Σ0 ή 21ηχ-120 ή Πνο ή χΧΣγο απότεγιακάθε χε Ίο, 6 Ἱείναι 


Γκ) 3 0, και για κάθε χει 1, γε είναι Ὀ «0. Ακόμη η είναι συνεχής στο 
(8, -- οο) άρα το ζητούμενο εμβαδό είναι: 


« γε « 
Ε- / 1] ὁχ ο ε-τσε] ὁκ .{ 21ηκ-- 1 ὁκ 
ἤ ἤ κ ον 
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Έχουμε: 


νε γε νε 
/ Γελοκ ας 1 2 Ίαχ ἡκ--[- 
σᾶ Ἑ κὂ αν κ 


ι 


5 π . Π ώ 
Είναι: / πκακ- οκ} ἀχΞ τπτ] α 1 ακ- 
χ2 α Χ Γ κας χ 


- (Ο«αςῇρ). 


Ἐπομένως 


αν δίας ακ-[- 
χ2 


σας με η 
γε γε γε γε 1ε 
Είναι απόµη 
/Γσως-1 ας -[- Εν [κα ας 2μ- ο) - 
ο... παρ μι ἒπε 5 γε 
- 2.3 
γε ε 


Ἐπομένως Ε- Σι 2-3 


-ᾱ ατμ 
γε γα ε 


6) Εμβαδόν χωρίου μεταξύ των γραφικών 
σαραστάσεων δυο συναρτήσεων 

Για τον υπολογισμό του εμβαδού του χωρίου Α. ποὺ περικλείεται μεταξύ των. 
γραφικών παραστάσεων ὃνο συνεχών συναρτήσεων [.Ε και των ευθειώνχ-α, 
ΧΞ Ρ διακρίνουµετρεις περιπτώσεις: 


1η περίπτωση: Είκ)ς (κ) «0 γιακάθε χε[α, ϱ] 
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Το ζητούμενο εμβαδό Ε(Α) είναι: 
Η διαφορά των εμβαδών που ορί- 
ζουν ον γραφιχές παραστάσεις 


των συναρτήσεων, οι εὐθείες 
Χξα,κξυῦ και οάξονας Χ΄χ. 
Επομένως το ζητούμενο εμβαδό 
είναι: 


ν ν ν 
Ε(Α) - ή Εκ) ἂχ αἱ Ες) ἆκ- Γαω- ε(α)) ἂκ 


Ζη περίπτωση. εί) ς αίΧ) για μάθε χε[α, Β]. (Χωρίς να είναι θετικές : σχ. 


5) Το εμβαδόν του χωρίου Α δίνεται πόλι απότον τύπο: 


ν 
Ε(Α) 5 / (εκ) - π()) ἀκ 


πράγματι: 


Ἐπειδή οι συναρτήσεις Γ.Ε είναι συνεχείς στο διάστηµα [α. ] θα είναι και 
τέτοιος ΠΧ) Σ Ε(Χ) ΣΚ. Θεωρούμε τις συ- 
Κ. οι οποίες προφανώς είναι συνεχείς στὸ 
[α, Ὀ] µε Εἰκ) - 61) - Εκ) - είκ) 20, και επειδή τα εμβαδά των χωρίων Α και Ὦ 


φραγµέγνες άρα υπάρχει αριθµός χεΙκ 
ναρτήσεις Είκ) - Πχ) - κ. σ(5) Ξ- εκ) - 


είναι ίσα θᾳ έχουµε, 


, 
Ε(Α) Ξ / (Ε(κ)- 6(κ)) ἀκ Ξ 


ν 
Ξ Γα9- ϱ(9)) ἂκ 


γῆς) 


75800. 
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3η περίπτωση. Η διαφορά 
[(κ) - 039) δεν έχει σταθερό πρόση- 
µο στο [α, Ρ] σχ.6. 

Το εμβαδό του γραμμοσκιασμένου 
χωρίου Α είναι: 


Ε(Α) Ξ ᾗ (ε8)- είς) ἂκ 


Αναλυτικά, στην περίπτωση του 
σχήματος 6 έχουµε 


" σχήμα 6 
Ε(Α)-- / (ἴσο -ε() κε / (πο - εοϱ) ὁχ 
α π 


Παρατήρηση 


9 Ουμίζουμε ότι, όταν έχουµε τις συναρτήσεις {ίΧ), Εκ) οι τετμηµένες 
των κοινών σημείων των γραφικών παραστάσεων αντών είναι οἱ ρίζες 
της εξίσωσης Γκ) - εί(χ). 

9 Όπως θα φανεί και στα επόµενα, µια από τις κυριότερες δυσκολίες 
που συναντάμε όταν αναζητούμε το εμβαδόν µιας επιφάνειας, είναι ο 
ακριβής προσδιορισμός αυτής. Τη δυσκολία αυτή μπορούμε να τη Έεπε- 
ράσουμε µε την εξάσκηση, σε λίγες βέβαια περιπτώσεις απαιτείται αι 
µια κάποια " δεξιοτεχνία " για να µην πούμε εὐστροφία. 


ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 


Εφαρμογή 
Να εκφραστεί το εμβαδό του γραμμοσκιασμµένου µέρους των παρακάτω] 
σχημάτων µε τη βοήθεια ολοκληρωµάτων. 


Υπες) 
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εχη 


ΛΥΣΗ 


β 
Π ΕΞ. { (ω-εο) αχ 


υ ἙἘ-- Γιω ἀχε Γιο ας {και ἄχ 


Β 


1) Ε- Γκ) οκ. | εθὸ ἁχ- { ἴ ὁν 


ἵν) ΕΞ /{ ο] κΞ/ (ο - [0) ἂκ 


π ν 
ν) Ε- / (1ο - ο) κ. (56) - φο) ἆχ 
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νΏ) Λύνουμετην εξίσωση υ - 5) ως προς χ: Έχουμε κΞ Σί). 


8 
Είναι τότε ᾗ ΜίΨ) ἂν 


Εφαρμογή 2 
Να βρεθεί το εμβαδόν τον χωρίου πουν περικλείεται από τις καμπύλες Υ - χὶ 


μαι ΥΞ κ2. 


ΛΥΣΗ 

Βρίσκουµε τις τετμηµένες τών ποι- 
γών σημείων των ὅυο παμπύλων λύ- 
νοντας την εξίσωση χὶ - χὸ ή 
χζ(Χ -Ι) Ξ 0. από την οποία έχουµε 
ΧΞ0 καικΞ 1. Άρα οι ὃυο καμπύλες 
τέμνονται στα σηµεία Ο (0, 0). και 
Α(1. 0. 

Ἐπειδή για κάθε χε[θ, 1] έχουµε 
0Ο κὸςχΣ ἡ χὲ -χκ2ςθ.Το εμβαδόν 
της επιφάνειας που µας ενδιαφέρει 
είναι επομένως: 


ΕΞ { α0-κ 


Εφαρμογή 3 | 


Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παρά-' 
σταση της συνάρτησης Τ µε Εκ) Ξ ἠμα καιτις ευθείες µε εξισώσεις | 
αν 


ΑΥΣΗ 


Οι συναρτήσεις [με Πχ) Ξ ημχ ται 


µε ες 1. είναι συνεχείς στο Ικ. 


Επίσης ἴ(χ) -βα) Ξξ ημχ - Σ 50 για 


κάθε χε [ς 9 5] άρα το ζητούμενο 
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εμβαδό είναι σα. ο ς 
ἀξ ν 
] 


Ε . (ω μ)-/ (μὲ -1) ἂν τ]-συνκ η 


απ]. 3 12 μπα γα τμ 
4 8 2. ὃ 2. Ἑ 4 


Εφαρμογή 4 
Να υπολογιστεί το εμβαδό τον χωρίου που περικλείεται από τις παραβολές 
ει: φ)Ξ4χ και ο, κ2Ξάψ. 


ΛΥΣΗ 
Βρίσκουμε τα κοινά σηµεία των παραβολών ς, χαις;. Λύνουμε τὸ σύστηµα: 


. { ΧΞ0 ή κςά 


ἱ φ-θο ή ψ-ά 
ποινά σηµεία Ο(0.0), Α4. 4). 


Το ζητούμενο εμβαδό είναι το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ἕ µε; 


Γκ) Ξ2ἠκ και 6 µε Ε/8)- αἲ « ΧΣ0 καιτισευθείες µε εξισώσεις κΞ0 αιχ5Ξ4 
Είναιόμως:. ρκ) «ως Χὲ-2ήχ- δια Ἡ κ για μάθεχτου διαστή- 
4 


µατος [0, 4|. Άρα είναι: 


Ἴ α 4: 
ος, ο}. ρίχ ος σι κὲ μ ας. Ἡ αας.- 
Ε ζω εί) ὁχ Γον 33) ἂκ α/ χὸ ὡχ ε [ον ἂν 
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Εφαρμογή 5 
Να υπολογιστεί το εμβαδό του επίπεδου χωρίου που περικλείεται απὀ την] 
καμπύλη ΥΞ χ2--1 καιτην ευθείακ αγ 53. 


ΛΥΣΗ 
Τα κοινά σηµεία της παραβολής γΞ χε! παιτης εὐθείας χ 4 ΥΞ2 είναι λύση 
του συστήµατος 


.. . ῥ-νει 


ία λα 


χε ]Ξ3-χ . [χεχ-2-0 
[ 


ή υ 
Υ-θ-χ Ίνσδ-κ 
[εισ.2 ΧοΞ 1 
Ίνσδικ 


Άρα πευθείαχ --Υ-3 και η καμπύλη γ - αχ’ «1 τέμνονται στα σηµεία Α(1. 2) 
γαι Β(-2,5). 

Αν θέσουμε [(α) Ξ χ2 1. και είς) - 3-κ τότε είναι Γκ) -Εα) Ξκλακ-2ς0 
στο διάστηµα [- 2. ] άρα το ζητούμενο εμβαδό είναι: 


' ' 
Ε- {90 -1) αρ ος Ώ ἂκ- 


τς Γεκκρ- Γ 


Εφαρμογή 6 
Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται απὀ την καμπύλη 
Υ« χα) καιτην ευθεία Υ-χ. 


ΑΥΣΗ 
Τα χοινά σηµεία της Καμπύλης και της ευθείας είναι λύση του συστήµατος 
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/ αν με πμ... 
Έντκ στ] .. 


άρα η παμπύλη μαι η ευθεία έχουν τρία 
κοινά σηµεία Εί- 1. - Ὀ. Ο(60, 0). Αί1. Ὁ. 

Για το πρόσημο της διαφοράς 
χὸ- κ έχουµε τον πίνακα. 


δηλαδή για κάθεχε[-1. 0] είναι χὶ-χ20 καιγιακάθεχε[θ, 1] εἰναιχὸ-κςο. 
Επομένως το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 


ο Π 
ο πο ο 
ι ο 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Επειδή είναι Ε, - Ε, λόγω συμμετρίας θα μπορούσαμε να υπολογίσουµετο Εως 


υ 
εξής. ΕΞΖΕΙ αἱ ω κ) ἆχ ---- 
-ι 


Εφαρμογή 7 
Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις καμπύλες] 
γςα2γ-χ7-4χ κά4ναιτον άξονα των Χ. 


ΑΥΣΗ 

Ἡ καμπύλη Υ Ξ χ2 έχει κοινό σηµείο µετον άξονα των χΧτο σηµείο Ο(0, 0). Ἡ κα- 

μπύλη υ Ξ κ) -4χ 4 Ξ(Χ - 27 έχει κοινό σηµείο µε τον άξονα των χ το σηµείο 
Β/(2, 0). Βρίσχουµε τα κοινά σηµεία των ὅνο καμπύλων λύνοντας το σύστηµα: 

... -ἥι χὸ-χἲ 44 


ή απότο οποίο παίρνουµεχξ 1, ν5ί 
ἠερὰακνά ὶ γςχὸ 


204 Ολοκληρωματικός λογισμός 


-Μ(1. 


Επομένως οι δυο ραμπύλες 1 
τέμνονται στο σηµείο Μ(1. 1). 
Έτσι το ζητούμενο εμβαδόν εἰ- 
ναι 


Ἐφαρμογή 8 
Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται απὀ την αρχή των αξόνων 
και η οποία χωρίζει σε δυο ίσα µέρη το εμβαδόν της επιφάνειας που σχηµατίζε- 


ται από την καμπύλη Υ - 2κ - χ2 καιτον άξονα ΟΧ. 


ΛΥΣΗ 
Έστω ν Έπιχ ηζητούµενη εὉ- 
θεία. 
Οιτετμηµένες 
µείῶν της ευθείας γαι της μα- 
μπύλης είναι λύσεις της εξίσω- 


των κοινών ση- 


χί Έπι-2)30 ήκ-ο. 
κΞ2-πι-α. 


Αν ονοµάσουμε Ει το εµβα- 


σης - χα α 2χ - πιχ ἳ] 
δόν ποὺ περικλείεται από την 
ευθεία Υ Ξ Πηκ και την καμπύ- 
η Υν Ξ 2κ - κ) πρέπει 
ΕΞ Η2 Εόπου Ετο εμβαδό 
που περικλείεται απὀ την κα- 
μπύλη και τον άξονα τῶν χ. 
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Είναι ο 1. ε- | 
ο 3 


ο 


ο ο. 


3 
Έχουμε ΕΙΞΚΕ ή --ᾱ-ε[Ι-πη]α- -Ζ. καιγια πι-2-α έχουμε 
χ 1πΕ στα] γ πουμ 


νὰ Δὰ κ 
2αΐμθα- -30- α)α--4Ξ0 ή α--4 ή α-γά4 γαι συνεπώς [. γ4 ) Χ 


είναι η ζητούμενη ευθεία. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Πρέπει η τετμηµένη του σημείου τοµής {α, πια) των ὅνο γραµ- 
μών να ανήχει στο διάστηµα (0, 2) που πράγματι συμβαίνει. 


Εφαρμογή 9 


Να βρεθεί το εμβαδόν των χωρίων στα οποία η παραβολή ΥΞ -- 


χωρίζει τον κύκλο χ2 κ γ2-8. 


ΑΥΣΗ 
Ἠρίσκουμε τά κοινά σημεία του πύ- 
Ἀλου και της παραβολής λύνοντας 

το σύστηµα: 


Από τη δεύτερη εξίσωση βρίσκουµεγι- -4 χαιν,Ξ2. ΗΒ τιµή γιΞ -4 ατορρί- 


πτεται γιατί χ; - 2Υ και από την τιµή Υ - 2 έχουµεκς 42. Επομένως ο κύκλος 
και η παραβολή τέμνονται στα σηµεία Αί: 2, 2) και Βί2, 2). Το ημικύμλιο που 
βρίσκεται πάνω από τον άξονα των χ έχει εξίσωση γΞ {8 -χὲ. 


Ἂν ονοµάσουµε Ἐῃ το εμβαδό που σχηματίζει η παραβολή ν -ᾱ- µετην κά- 


μπύλη ΥΞ 6 -χὲ τότεθα έχουµε 
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2 ἆ 
ᾖον «/ Ἴδτο ας κ.» 
2 - 2 


- τα | αἳ] ὤ 


-ἃ 
3 οι 
Ὑπολοήξρυμε το ολομλήρωµα / 18 -χὸ ἁς. Θέτουμε χ-- 8 συνθ. θε[ 0, π]. 
Τια κΞ2 είναι συνθ -ἶ- ἁρα 8- Ξ γαιγιαχ--2 εἴναισυνθς-.. άρα 
γ2 4 
-ε Είναι ακόµη ἀκ- -Υδ ημθάἀθ. Ἐπομενως 


σι ὁ 
α σα-/ 8 - βσυν 0 {-Υ5 ημθ) 4θ-- - / ημ΄θ 4θΞ 
- τα Ε. 
3 


Ἡ Ἅσ 


Γ- συν2θ α)- ημ2θ 
2 4 


Ἐπομένως από την (1) έχουµε: 


ἃ 
Εισα δ. πμ ν αν 
«5 Ἡ ἃς . 6 


4 
Το άλλο µέρος που χωρίζει η παραβολή τον κύχλο θα είναι Ε;Ξ Ε- Ει όπου 
Έ σπεζ- ὃπτο εμβαδόν του κύκλου, επομένως 


Εετ δα «ρα ϐ) ή Εετδπ -ᾱ τμ. 


Ἐφαρμογή 10 
Ἔστω η συνάρτηση Εἕ µε κ) -χο 34. 
(α κκ) 
1) Ὑπολογίστε το εμβαδόν δία) που ορίζεται απὀ τη γραφική παράσταση (9) 
της Γ χαι από τις ενθείες µε εξισώσειςγΞΣχ. Χ-Ί.χζ-α,α 1. 


1ἱ) Ὑπολογίστε το όριο: Επ δα) 
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ΛΥΣΗ 
ΑΞΕΝ/:Ι). 
1) Εὔαι ἴκ)-γξςχκε 4 πάς 
εκ 
ους -ᾱ- 50,γιαχάθεχε Α. 
κ 
Άρα εἶναι: 
α 
τω-/ να. Λν ή 
Β 
. αμ) 
α 
οω-/ σα ἂκ 
αο) 
« 
δ(α) 5 “/ αξυ αι ἂκ 
ἳ 


ο 01 μ 
-1 1 


5(α)-α[---ἰ  κἰᾖ-2- 4 τμ. 
ω [αντ] Ίγα κ. 


Ώ). Είναι πι δία)--2- πι --ᾱ-- -2-0-2 τμ. 


α--αο: πο τα 


Εφαρμογή 11 
Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περι»λείεται από τις γραμμές µε εξι- 
σώσεις χ-γ-2-0 και γ-κ. 


ΑΥΣΗ 


Τα κοινά σηµεία των γραμμών µε εξισώσειςχεΥ -250 καιγ-Ξχ είναι λύσεις 
του συστήµατος 


λλ.. / ΥΣΦΥ-25Ξ0 


τρ. . γ ἵ Χξι ήχ-4 


Ἠ ευθεία κ4Υ-250 χόβειτον άξονα χ΄χ στο σηµείο Γί2, 0). 
Ἡ παραβολή (9) είναι η ένωση των γραφικών παραστάσεων 6/, 6, τῶν συναρτήσε- 


/ γξ! ἠγ--2 
ή ἀρα Α(ά, - 2), Β(Ι, ) 


Ξἵκικ«ρ 
ενώηευθείαχαν-25-0 ήγΥΞ2-κχ είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
δ µε Ε(«) Ξ2- κ. χε Ικ. Το εμβαδό Ε του χωρίου ποὺ περικλείεται από τις γραµµές. 


ὧν ἴν με Πο)Ξ 


με εξισώσεις ΥΞχ-2 και γ΄ -κ είναι τώρα: 
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Ές- ψ Γκ) ἄχι Γκο ἀχι { σσ) ἀχ] / Σ(3) ἀχι 


θε χε[θ, 1]. ϱ(ς) Ξ 0 για κάθε χει], 21, Πα) 5 0 για κάθε χε[04] μαι Εξ Ὁ 5 θτια 


3 γνατὲ 9) Ἐθγια κά- 


μάθε χε[Ὀ, 4] οπότε 


ο 
3 3 
ο/ Ρο ἀχΞ / ϱ- κ) ἀχ- ο 
Π [ 


τα, -ρ]τα 


Γ Ἡ 
2 


ι ' 
ο οὰ- / κ κ ς τας 
5 ο 3 


3 
ο 


ο 
3 4 
ο/ ο ο άν τοκ- 


Άρατ (1) γράφετα: Ε- | Ξ] « 
3 


Άλλη λήση 


Αν στρέφουµε το σχήµα παραβολής και ευθείας κατά 5 τότε στη νέα θέση η πα- 


ραβολή (9) ἐχειεξίσώση ν - καὶ 

και η ευθεία (ε) έχει εξίσωση 
Υ-κ-2Ξ0ή ΥΞ24 χ. 

9 Κοινά σηµεία 
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ἁρα τα ποινά σηµεία είναι Αί: 1. Ἡ), Β/2. 4). 
Τίναι όμως χὲ - Ον κ) «κ κ-2ς0 για κάθεχε |- 1.2] άρα το ζητούμενο 
εμβαδό είναι: 


Ε- ο νκ- κας [οκ ον 


Εφαρμογή 12 
Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη 


Υ Ξ ε-Χ,του άξονα των Υ καιτις ευθείες ΥΞ2,Υ5-3. 


ΑΥΣΗ 
Από την υ-ε" έχουμε -κ -Ιπν 
ή ΧΞ-Ιπγ,Υ 50. Επειδή το χωρίο 
είναι αριστερά του ΟΥ έχουµε: 


3 3 
Ε--[κὰ- ....- 


3 
Ίπγ 4γ Ξ [γ ντ. 1 άν Ξ 


Ξἰν (ηγ] ΣΙ γ (ς Ξ3113- 2142- ! τ.µ. 


2ος τρόπος 
[3 
υσε 


τὸ 
Ε-Ει- Πε- ΕεΞ εµΒ(ΑΒΟΓ) - εμβ (ΘΗΟΔ) - / αλάχ 
1η 


Εφαρμογή 13 

Να βρεθεί το εμβαδό Εί(α) του χωρίου που περικλείεται από την γραφική πα- 
ράσταση της συνάρτησης Ε(χ) - εξ, την εφαπτομένη αυτής στο σηµείο µε τετµη- 
μένη θπαιτην ευθείαχ-α, α»0. 1 


Να υπολογιστεί το όριο πι Εία). 


πμ 


ΜΙΧΑΗΛΙΔΗΣ ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ 
ΦΟΙΤΗΤΗΣ Μ.Π-Ι- 
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Είναι γνωστό ότι 
εἳ κ γε] για κάθε 
ΧΕΙΒ. Επομένως: 


Εία)Ξ / [ε»- ος 0] κ 
σ 


[ευ αειἰν 


2 9 
1 
Ξετ- ς -α- Ε (εἵ -α -2α -2) 
πλ 
Γίναι: Ιἶπι Ἐ(α) Ξ- Ιῖπι 5 λα κο] (4-οο) «2 Ξ- -οο 
αλ. ον] ες 
γιατί Επι . Ξ 9ο μαι 
ο ο ---- 
--- ες αθωο ρα «παρα 


Εφαρμογή 14 
Χα βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται απὀ την γραφική παρά- 


σταση της συνάρτησης ἓ µε Είκ) -- κ κ - 3 μαι από τις εφαπτοµένες αυτής] 
στα σηµεία Α(0, - 3) και Β(3, 0). 


ΛΥΣΗ 


Είναι ἕα)--2χ-ά, ἔ(0)-4 και Γ3)Ξ-2 επομένως οι εξισώσεις στα ση- 
µεία Α και Β είναι αντιστοίχώς νΞ4χ -3 ναιγ--2χ--6. 
Το σηµείο τοµής Μ των εφαπτοµένων είναι πλύση του συστήµατος 


[158κ-9 


από τὸ οποίο βρίσκουμε Μ ῄ . 3] 
Ένς-2κ «6 . 


Το ζητούμενο εμβαδό είναι ΕΞΕι -«Ε, όπου Ε, είναι το εμβαδό που περυκλείε- 


ται απὀ την νραφική παράσταση της ἴ, την εὐθεία Υ --ᾱκ - 3 Ἠαι από τις ευθείες 
χΧΞΟ και ΧΞ 3/2. Ενώ το Ε., είναι το εμβαδό που περικλείεται απὀ τη γραφική 


παράσταση της ἔτην εὐθεία ΥΞ-2χ--6 κχαιτις ευθείες κ-- 3/2 παικ- 3. 
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3 


Ει- πμ. 
ἤ 


Ἐπομένως ΕΞΕΙ Τζ Ξ «9 8... δ. τ.μ. 
8 8 4 


Ἐφαρμογή 15 

Δίνεται η συνάρτηση Ε(Χ) - Ιη(Χ2). Να βρείτε τα διαστήματα µονοτονίας, να 
εξετάσετε αν είναι κυρτή ή κοίλη και να βρείτε τις ασύμπτωτους, Στη συνέχεια 
να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου πον περικλείεται από την γραφική παράσταση! 
της Γκαϊτις αυθείες κΞ1 και ΥΞ2. 


ΑΥΣΗ 
Η { έχει πεδίο ορισμού Α - ΙΕ΄. ΓιαΥΞ 0 Ιπχ2-0 ή ή χΞξ ἰ δηλαδή η 
γραφικής της παράσταση τέμνει τον άξονα των χ΄ στα σηµεία (- 1,0). (1.0). 


Είναι ω - 2-2 και ἔο -- -2.. Είναι ακόµη πι {68) -- 1ἴΠῃ Ιηχὸ --- οο 
χα κ χΣ κ-ο 


»29 
εποµένῶς έχει κατακόρυφη ασύμπτωτο την ευθεία κ- 0. 


Είναι πι Ιηχξ--κοο δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτο (ούτε πλάγια γιατί 


πι [0 «0 µε]; Ηοσρία)) 
Ώστε η [ είναι γνησίως φθίνούσα στο (- ος, 0) και γνησίως αύξουσα στο (0. 4-οο) 
και στρέφει τά ποίκα προς τα κάτω στα διαστήματα {- ο», ϐ) και (0, --θ). 


| 2Ιηχ αν χΣ20 


Είναι [ο » Το ζητούμενο χωρίο περικλείεται από την 


2ΙΠ(-κ) αν κς«θ 


2ι2 Ολοχληρωματικός λογισμός, 


την εὐθεία Υ- 2 την ευθεία κ- ἵ 
χαιτον κλάδο της ς, µε κ20. 


Ηευθεία ΥΞ2 καιτος µεχ»θτέ- Β(12) 
- 


| Θ 


µνονται στο σηµείο Γ οι συντεταγµέ- 
γες του οποίου είναι η λύση του συ- 
στήµατος. 


βτ3 


από το οποίο έχουμε 
ἓν Ξ 2Ιηχ 


2ΙΗχΞ2ήΙηχ- 1 ήχ-ε 
άρα Τίς, 2). 


Το ζητούμενο εμβαδό θα είναι: 


Ἐ Ξ(ΑΒΓ) - (ΑΒΓΛ) -(ΑΓΛ) -2(ε -ἴ) αᾗ 2Ιηκ ἀκ -- 246 -Ι) - | Ιηχ ὅχ - 


52/6: 1-2 Χμακ-χ/ηπ2ε -4 τι. 


Ἐφαρμογή 16 

Γ. Έστω παμπύλη Υ Ξ Γ(κ) και οι ευθείεςχ-α,κ- Ευ. Να βρεθεί ευθείας - ἕ 
έτσι ώστε τα δυο καμπυλόγραµµα τρίγωνα (βλέπε σχήμα) να έχουν το ίδιο έµβα- 
ἰδόόταν Ὁ Εκ) κυλαμα2 ἵλ εα)- ρ. αχ’ 


ΑΥΣΗ 
Το εμβαδό του καμπυλόγραμµου τριγώνου (ΑΜΠ) είναι : 


ε 


ΕιΞ / κ) ὁχ --εμβ. ο0θ.(1ΕΖΙΟ ή 


Ει αι Γκ) ἀχ -{ξ - α) Πα). 


Ομοίως το εμβαδόν του καμπυλκό- 
“ραμμου τριγώνου (ΜΔΒ) εἶναι: 


ἔωλ αχ. 


Έτ Ξ εμβ. οοθ. «ΗΒΔ)- { 
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: 
 ε--α Κα) - β [β) 1 9 
ἡ πτπωτις τῷ {λα 


Έχουμε τώρα (εύκολα) όταν : 


1 χ(αχβ) -- -2- µµαῖ « αβε« β2 
Ὁ «Οξ-Κ-λκκμκὲ ττεξε-ξ 5. 


λα µία  β) 

ναι βντι 

19) ΓΠ) 5 ρχ” τότε για υγ: 1 απ β. 
αἲ -β 


όταν νΞ - Τ τότε ες αθ | 
β-α 
Σημείωση. 


Να γίνει εφαρμογή όταν Ὁ αλ -χ-1. γα) - ας . 
χ 


Εφαρμογή 17 

Έστω ΡΟ σηµείο τοµής της καμπύλης Υ- χὸ,χ249 µΜαιτης ενθείας Υ -λχ. 
Ίνα αποδείξετε ότι για κάθε λ 5 θ τα εµβαδά των επιφανειών που ορίζονται από 
την ευθεία κα: την καμπύλη μαι από την καμπύλη του άξονα των χ και την πα- 
ϱάλληλη ευθεία από το Ρ προς τον άξονα των Υ είναι ίσα. 


ΛΥΣΗ 
Έστω Ρ{Σ:, Υι) το σηµείο τοµής της 


γ5χὸ και της ευθείας Υ -- Ἀκ. Το εµβα- 
δόν του χωρίου που περικλείεται απὀ 
την γραφική παράσταση της Γ την ευ- 
θεία χΧ--χι χαι τον άξονα των χ είναι 


1ο εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΡ είναι: (ΟΑΡ)- η αι τ.µ. 


Το εμβαδόν του γοαμμοσκιασμένου χωρίου που ορίζεται από την εὐθείᾳ και την 
καμπύλη γ:κ}. 


214 Ολοκληρωματικός λογισμός. 


Είναι ΕΞ (0ΑΡΒ) - ΕΞ Σι ο. : ἂν 


Ἐπομένως Ει-- ΕΣ 


Εφαρμογή 18 
Να υπυλογίσετε το εμβαδόν Ε(2) του χωρίου πον περικλείετεαι από τις γρα- 


φικές παραστι. «.ς των συναρτήσεων κ) - είκ) Ξ 1. παντις ευ- 
ἁ 


᾿ 
κ Υκ. 


και τις ευθείες κΞ- Ί,κ- λ, λ 51. Να υπολογιστεί κατόπιν το Πἶπι Ε(λ) 


ΛΥΣΗ 


Ἡ ε ορίζεται στο Τε΄ γαι η Γ για χ»0. Βρίσκουμε τις τετμηµένες των ἁοινών ση- 
µείων των δύο καμπύλων. 


Έχουμε 6) 5 εο) ἠ- Ξ 
κΥχ κ 


χἠη κκ -)-οήύκτι, 


ΧΞΥΤ 

Επομένως οι γραφικές παραστά- 
σεις των {, δ τέμνονται στο σηµείο 
Μ(, Ὁ. 


Είναι (ο 6ος --ἷ- .ἶ - 
κὺγκ χὃ 


Ἐπομένως 


ο... 


Χ 


πο ἆθλκο 


Είναι Ιπι ΕΝ) - ἥπι { 2 νι .. 
ΛΑ 


Εφαρμογές 
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. 
Έστω οι συναρτήσεις ({ΕίΧ) Ξεὶ και είακ)Ξ Σε 


ῃ 
1) Υπολογίστε µια αρχική της (1- 9 εἲ ολοκληρώνοντας »ατά πα- 
ράγοντες τη συνάρτηση ἓ. 


1) Ὑπολογίστε το εμβαδόν Είλ) του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των Εκαι ρχαικαιτις ευεθέιες κΞ1 και κςλιθςλς1, 


Ὑπολογίστετο πι Ε(λ) 
Ὀ λ. 


ΛΥΣΗ 
ας κ α [εν ενος κ 1 

Π] να, εἷα-/ ο) εἰἁ-[τοῖ,-/ τε] ἡ 
[ Π 


κ 1 1 δ αν 
ᾗ εἰά- ο ἀειάι ἡ 


ι 

από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι µια αρχική της [ι Ξ ] ε στο διάστηµα (0. --α). 
η 

είναι η συνάρτηση κε”. 


1 
χ 
1) Βρίσχκουµε τις τετµηµένες τῶν κοινών σημείων των ραφικών παραστάσεων 


των ἔχαι ϱ. 


1 1 
Έχουμε [α)Ξ σ00 ἡ ες δεἳ ἠχξι 


άρα οι γραφινι 


παραστάσεις των Ε και 5 τέμνονται στο σημείο Μ (1.12. 
ον 
Είναι ΓΕ) -Εα)Ξε π - Γι } «για Οςκ «1 εἶναι 1οι ή Ἱ- τν «ϱ άρα [(κ)- ϱ00ς«θ 


για 0 «χςΙ. Επομένως 


εὼ-/{ Κω αλάκ-/ {1 -ε 


Ολοκληρωματυκός λογισμός 


216 
οἱ 
ὰ 
Έχουμε: πι ΕΟ)Ξ πι [ ἕ---ε]--οο- εΞ-κοο 
} δα πο Π 
λ. 
λ Π) 
αφοῦ ο Ππ ὃ - πι εἳ- πι (Επ ος κα 
ἀοι Άτα Ἡ λα (Υ. δ 
λ 


Εφαρμογή20 

1) Αν Α είναι το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παρά- 
αυ κα τις ευθείες κ- 2, χ-4 καιτον άξοναχ΄ κ 
(ασ το) 

να προσδιορίσετε ευθεία γΞ-α που να χωρίξει το Α σε δύο ισεµβαδικά χωρία. | 
1) Να βρεθεί το εμβαδόν ΕΙ) όταν κ-ὖ2κξί {22.Αποδείξτε ότι Ε({) είναι 


σταση της ΙΧ) - 


ἡνησίως αύξουσα συνάρτηση στο (2.99) μαι βρείτε πι Ε() 


πα 


ΛΥΣΗ 
{) Για α χε[2.4| είναι (5) Ξ 1 50 οπότε το εμβαδόν του χωρίου Α είναι 
αυ 


14 


κε] ὅ 


Ἡ ευθεία Υ - α χωρίζει το χωρίο Α σε 
δύο ισρεµβαδικά χωρία όταν 


ΕΙΞΕΞΙ. 
2 3 


Διακρίνουμετις περιπτώσεις: 
Πάλκαςἤ2) ἡ ς«αςᾖ1 έχουµε: 
9 
ἕ κα α ἃ- πο [ή 
α- 03 ᾳ 


οο--- Επομένως: 


ΕΞ/ υπ σα--- 


... 


-α- 2{α 1 -(γα-τ)ὁ 
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Ἐπομένως πρέπει: {γα -") - : 


5 
Ληλαδή εἶναι αξ 2{ ος ) 


{ή γα - -.α. αφούς κας ϱ) 


4 
θκας ἴ4) ἡ θκακς έχουµε τότε Ει-ε-/; αἆχ ἡ 
2 


1ο 
3 


1) Είναι ἴα)20 για χε [21] οπότε: 


ἳ 
-- 15) ἄχΞ 

2 
Έχουμε Εῶ- 


Είναι πι Ε/(Ρ - πι { μες ὴ 


ας ασ. τ- 1 


ΔΣΙΚΗΣΕΙΕΣ 


Ξ2-2α ἡ α- Ἰ. πουείναιάτοπογιατί ας. 
6 9 


Ἡ. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τον ἀξονα ΟΧ και τις 
ευθείες Υυ- ὃχ. ΧξΙ.ΧΞ-3. 


2. Να βρεθεἰ το εμβαδό του τριγώνου που 
περικλείεται από τις ευθείες Υ - 0. 
κς- 4 αι χ2Υ-8-0. 


3. Να βρεθεί το εμβαδό του τριγώνου που 
περικλείεται από τις ευθείες ν--δχ.κ-2 
και τον άξονα ΟΧ. 


4. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από την παμπύλη 
γςκὸ-2χ-.2 καντην ευθεία γ--0. 


5. Δίνεται η συνάρτηση [µε Ια) - 
(Χ -α) (Χ - 3α), χε]ξ, α 5 0, Να βρείτετο 
εμβαδό Ε(α) τοῦ χωρίου ποὺ περικλείεται 
απὀ τη γραφική παράσταση της συνάρτη- 
σῆς {[. τον άξονα κ΄Χ και τις ευθείες µε 
εξίσωση Χ-α και κ-3α. 


6. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου προ 
περικλείεται από την καμπύλη 
Υ ΞΙπ(2χ-1) καιτις ευθείες κΞ2 πάικ-δ. 


Τί: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου 
που περικλείεται από τον άξονα των χ 
και την καμπύλη στις περιπτώσεις. 
Ώγςκλ-4κ 
γτθχίκ- υα-2) 
14) ΥΞσυνα χε[θ, π]. 


8. Να υπολογιστεί το εμβαδό κύκλου | 
αμτίνας ΚΕ. 


9. Να υπολογιστεί το εμβαδό της ἑλλειψης 


10. Έστω η συνάρτηση Εκ) - ε-ὶ. Να υΌπο- 
λογιστεί το εμβαδόν Ἐ του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γωαφική παράσταση 


2ἱ8 


Ολοκληρωματικός λογισμός. 


ης ἔτον ὀξονα των κ αι τις νεθείεςχ- 0, 
ΧΞΚπ και να ιπτολογιστείτο πι Ἑ 


Κθλια 


11. Να υπολονιστεί το εμβαδὀν του χω- 
ρίου που περικλείεται απὀ την χαμπύλη 


γτςγκ.τιςευθείες ΥΞ 1. ΥΞ2 καιτον 
άξονα των Υ. 

12. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 


της συνάρτησης {του άξονα χ΄Χ και τις 
ευθείες χ --ᾱ, Χ:- Ὁ όταν 


β[ο) Ξημχ. αξθ. 2 


(ο) 5 χσυν», ασ 


: 
ν] 
-- 


13. Έστω συνάρτηση Ικ)- . 
γχ2] 
βρεθεί το εμβαδό ποὺ περικλείεται απὀ τη 


πραφική παράσταση της ἴ. τον άξονα ΟΧ 
χαϊτις ενθείες κΞ - Γκαικ- 1 


14. Να βρεθεί το εμβαδό τοῦ χωρίον 
που περικλείεται από την καμπύλη 


ντα [ες Ά), τον ἀξονα Οκ καντὶς 
τος 


εὐθεες χ--α παιχ -Ξαία»θ). 


16, Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περιέχεται από τον ἄξονα ΟΧ χαι την κα- 


μπύλη Υ Ξ ημλχ συνχ. για χε[θ.π|. 


16. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περιμλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
τῆς συνάρτησης Ιίκ)- 1 

Γκαγδ-κ 
τον άξονα χ΄χ χαιτις ευθείες κΞ- 
ο ο- 


και 


17. Να βρεθεί το εμβαδό τον χωρίον που 
περιμλεµται απὀ τη γραφική παράσταση 
λ 


τῆς συνάρτησης [χ)-- 


τον ἄξυνα κ κ παιντις εὐθείεςχ-θ 
παιχκ-λ. 


άβτο εσωτερικό της έλλειψης 
υ 


Χωρίζεται απὀ τὴν υπερβολή 


σε τρία τμήματα. Νὰ βρεθούν τά εµβαδά 
αυτών των τμημάτων. 

Ἶρ. Ὑπολογίστε το εμβαδό Ε, του χωρίου 
που περικλείεται από τη υραφική παρά- 
στασητης συνάρτησης {µε [{χ)- 


του άξονα χ΄κ.χαι τις ευθείες µε εξισώ- 
σεισχ- ο κ-λ κ Ι«λ«θ). Υπολογίστε 


κατόπιν το όριο. Ἱπ Ει. 


2-1 


20. Να υπολογίσετε το εμβαδό Ἐίλ) του 
χαρίου που περικλείεται απὀ τη γραφική 


παράσταση της συνάρτησης [με {() 


τον άἙονα χ΄χ παι τις ευθείες µε εξυσώ- 
σειςχΞ 1,κξ-λ,λ20. 
1) Να υπολογιστούν τα όρια 


α) ἴππ Ε(λ) β) ἴπι Ελ). 
Ἄθνασο ο. 


21: Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου 
που περικλείεται από τη γραφική παρά- 


σταση της συνάρτησης [0 -- κ΄ «εἰ του 
ἀξονα κ΄ κ και την εὐθείᾳ χ. Ῥ 3. 


Ἆς. ὢ Να υπολογιστεί το εμβαδό Ε, του 
χωρίου πον περικλείτται από τη γραφική 
παράσταση τῆς συνάρτησης Γµε [(κ)- "πλ. 
τον άξονα των κ Χαν τις ευθείες µε εξισώ- 


σεις κ.τΕ και χθλ.λΣι 


Ασκήσεις 
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3) Ὑπολογίστε το όριο η Ει 


23. α) Να απτοδείξετε 


κημκώς Ὁ- σμχ ασυνκ) κο, οΕ]. 


β) Αν 5, είναι το εμβαδό του χωρίον που 


περικλείεται από την καμπύλη ν -εΣημχ, 
τον ἀξονα των Χ ναι τις ευθείες χΞ 2Κπ. 
Χς2κπ απ. ΚΕΝ να βρείτε 

ὕτοςκ ) Πω (5ι4523-..3 5ν) 


ἄν βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που 
περιμλείεται από τη γραφική παράσταση. 
της Ι) Ξ πμ (α Ωχ) -- συν (απ ΙΠΧ) - 1 τον 
ἀξονατων κ΄ χκαντις εὐθείες Χ-γξ και 


- 


άβλω Να βρείτε τα αμρότατα και τά ση- 
Πεία παμπής της συνάρτησης 
ΕΧ)Ξ (1 - κ) 62». 

Β) Να παραστήσετε γραφικά την παμπύλη 
γ) Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη χαμπύλη και τους 
ὀξονες. 


36. Να παρασταθεί γραφικά Ἡ συνάρτηση 
ΠΙΚ-»Εμε (κ) -γικλ-α] κ 


και να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
τῆς Β. τον άξονα Οχ. και τις ευθείες. 


κξ-χ. και κ-1.. 
3 


ἀπ. Ησυνάρτηση {χ)- : ὃς ἔχει ελάχι 
στογιαχ- 2 και την ευθεία ν - 2ν 2 
πλάγια ασύµπτωτη. 

α) Να υπολογίσετετα Κ ναι λ. 

βΑνΚ-2 ἀαιλ-] να µελετήσετε και 
να παραστήσετε γραφικά την καμπύλη. 

Ἠ) Να υπολογίσετε τὸ εμβαδό που περι- 
Χλείεται απὀ την καμπύλη, τον άξονα Οχ 
και τις ευθείες κΞ2 παικ-3. 


38. Δίνεται η συνάρτηση ἓ μὦ 
Εκ) ξ- αχ) «Όχ αχ, α. Ὁ,γεἴκ ἆ-θ,Αν 
η συνάρτηση ἴ έχει στο σηµείο Χ, -- 1 το- 
πικό ελάχιστο μαι στο σηµείο (-2, {- 2) 
είναι σηµείο καμπής της «, της Γ, τότε 

Ὦ Να βρεθούν τα 0. Υ συναρτήσει του σᾳ. 
3) Να βρεθεί το α, αν το εμβαδό το; 
ρίου που περικλείεται απὀ τη Ἱραφική 
παράσταση της { και του άξονα χ΄κ είναι 
ίσο µε 54 τμ. 


29. Δίνεται η συνάρτηση 
ἔμε[) - αχ) Ὁχ-.γ.ΧΕΙ α, Ὁ,Υ ΕΙΝ, 
ας 0 ναι ὅτι η εξίσωση [09) - 0 έχει ὅνο 
οἵξες πραγματικές ϱ:. ϱ) µερι «0». 

Ἂν πι είναι το μέγιστο τῆς { και Ε το εµ- 
βαδό του χωρίου πουν περικλείεται ἀπό τη 
πραφική παράσταση τῆς { και τον άξονα 
χ΄χ αποδείξτε ότι Εττφ «ρο) πα. 


3η: Δίνεται η συνάρτηση 
ο (1 -μημΆκ). 


ἕαρ-α 
Ώ Να βρεθεί το εμβαδό Εί9) του χωρίου 
που περικλείεται από τη γραφική παρά- 
σταση της συνάρτησης , τον άξονα χ΄χ 
καιτις ευθείεςχΞ 0 καικξτ (120). 


1) Να ὑπολογίσετετο ἴπι Γ() 
λαο 


31. Να βρεβεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απότις καμπύλες: 
1 


3 «κ 


ΥΞ γαι ο) 


βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
ικλείεται από τις καμπύλες : 


- κα 4χκΙ και ΧΥΞ4 


ή 


ἆνλνα βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
Απερυγλείεται απὀ τις καμπύλες : 
ΥξΞ- 3χ2 4 6χ-2. ΥΞ2κ2-2χ-ε1. 


ο 
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{. Χα βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη παραβολή: νὲ Ξ 9χ 
χαι την ευθεία Υ - 3χ. 


Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
ερικλείεται απὀ την παραβολή 
2{ὰ -4) χαιτην εὐθείαχ - 3γ-0. 


γ 


36. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
Δερικλείεται από τις παμπύλες : 
ΥΞ3-Χ και ὔλ- 9 


μι 
χαι τον άξονα ΟΧ. 

37. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περιμλείεται από τις μαμπύλες : 


γΈκα -2) και γ-ὰ-. 


35. Να βρεθεί το εμβαδό τυ χωρίου πον 
Βρίσκεται στο πρὠτο τεταρτηµόριο χαι 


περιγλείεται απὀ τις παραβολές ΥΣ - 2ρχ. 
μαι κ’Ξ20Υ. 


39. Να βρεθεί το εμβαδό τον χωρίον που 
Δερικλείεται απότις καμπύλες : 

1 Χ- 194 

γ-ὅ } σα. 


κπαιγΞ 
16 ὦ 2 


τσκ Ὀ. 


30. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου περι- 
κλείεται από τις καμπύλες 


Υς 1’ -Ι} χαυτς ευθείες Υ--χ χαιγ-0. 
2 


Αί- Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ την παμπύλη γ Ξ κὲ- 3χ 
καιτην ευθεία ὀχκγ- 4-0. 

μά. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τις καμπύλες γ: -- 4κ. 


ν΄ γαι την εὐθεία Υ--2. 


36. Να προσδιοριστεί η ευθεία που διέρ- 
χέται απὀ την αρχή των αξόνων και χωρί- 
ἕει το χωρίο που περικλείεται απὀ την 


καμπύλη Υ Ξ 2κ -χ2 και τον άξονα ΟΧ. σε 
δυο ισοεµβαδικά χωρία. 


ΑΓ Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
ερικλείεται από τις γραφικές παραστά- 
σεις των συναρτήσεων 


κε τε) και ία) τε 
που. μ εία) 2 
χαιτις ευθείες χ--0 καικ-λ. 


Να βρείτετο όριο: πι Ελ). 
ο. 


45. Να υπολογίσετε το εμβαδόν μεταξύ 


της υπερβολής κὲ -γ 


7 και της πυρα- 


46. Χα βρεθεί το εμβαδόν των τμημάτων 
στα οποία χωρίζει τον κύκλο κ2 ΕΥ’ --4ρχ 


ηπαραβολή γ᾿ --2ρχ. 


4Ἡ. Έστω η υπερβολή χὲ - γὲ - αξ και η 

υθείαγΞκχ,ος«Κς 1. Να υπολογιστεί 
το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται 
απὀ την υπερβολή, την ενθεία Υ -- κκ και 
τον άξονα των χ. 


. Έστω ου παραβολές κ΄ - 2ΡΥ. 
2ᾳχ 050.45 0. Να αποδείξετε ότι 
το εμβαδόν που ορίῶεται απὀ τον 
ΟΥ και την παραβολή γ΄ Ξ- 2 εἶναι ίσο 
µετο εμβαδό που ορίζεται από την πρώτη 
παραβολή και ἴσο µε το εμβαδόν που ορί- 
ζουν οι ὅνο παραβολές, 


4». Χα βρεθεῖ το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ την καμπύλη 
ΥΞ ημκ -- συνκ, τον άξονα ΟΧ και τις εἰ- 
θείες που είναι παράλληλες προς τον ΟΥ 
και διέρχονται από τα σηµεία στα οποία 
η καμπύλη παρουσιάζει ελάχιστο και µέ- 
ῴνστο για χε[θ, 2π].. 


Ξ50. {) Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χω- 
Ῥίου που περικλείεται από τις γραφιμές 
παραστάσεις των συναρτήσεων 


ας αι Εά)Ξχ, ότανκε”2.4] 
μο 


Ασκήσεις, 


221 


Β) Να δείξετε ότι { ᾱ-εάκΣι 


«Έστω η συνάρτηση ἴ(α)-- Αι . 
γι κ 

Ὁ Να υπολογίσετε τις κατακόρυφες ασύ- 
µπτωτουςτης ο. Ἑστωχ- λ η ασύμπτω- 
τηµε 120. 

{8 Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ἐ του χω- 
ρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της ἔτους δυο άξονες Ἆαι την 
ευθεαχ-τθςτςλ. Να υπολογίσετεκα- 


τόπιντο ΊπΕ. 


ελ 


ας Να παρασταθεί γραφιλά η συνάρτηση. 
µε Ικκ)Ξ γΧξ2]κ; Ἀαι να βρεθείτο 
εμβαδό ποὺ περικλείεται της Π , τον ἁξο- 
να ΟΧ καιτις ευθείεςχΞθ κανκΞ |. 


53. Έστω η συνάρτηση: ΚΚ µε 


πα) 5 2Ικ1-χὸ. 


Ὦ Να παρασταθεί γραφικά ππ. 

1) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που. 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της Π, τον άξονα ΟΧ παιτις ευθείες κ--- 1 
παικ-ι. 


(84. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που 
περιμλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 


της συνάρτησης Γμε [κ] ---ἳ 
ει 


παντις ευθείεςχ-θ,γζί.κ-λ. λ20. 


Β)Να υπολογισαίτο ἥπι ΕθΟ. 


(35. Να βρεθεί το εμβαδό Ε(λ) του χωρίου 
που περικλείεται από τη γραφική παρά- 
σταση τῆς συνάρτησης {µε 


ἄκ)- {κ - 1) ο. καν τις ευθείες µε εξι- 
σώσιςκξ1,χκςλ,λς!. ΥΞ0. 


Να ιπολομστεέκατάτν το πι Εθ). 
θεος 


56. Να βρεθεί το εμβαδό Ε(λ) του χωρίου 
που περικλείεται απὀ τη γραφική παρά- 


σταση τῆς συνάρτησης εµε ἠκ) -2χ-3 --ἲ 


καιτις ευθείες γ -ὂκ -3.ΧΞΙ,ΧΞΛ,ΛΣΙ, 
Να βρεθεί κατόπιν το ἥπι Ε(λ). 


ἰκ! 
ο, χ-0 


΄ κ Ππρές, κο 
κ ο 1605 


Ὦ Να εξεταστεί αν π{ είναι συνεχής στο 
Χοξο. 

19) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης 
της γραφικής παράστασης της ἔ στο ση- 
µείο Α{1. Γ(1)) αυτής 

ΠΏ Να βρεθεί το εμβαδόν ΕΟΟ του χωρί- 
ου που περικλείεται από τη γραφική πα- 
ῥάσταση της Ε και τις εὐθείες Χ -- {, κ -λ, 
0ς«λ« 1 Ἆαιτον άξονα χ΄ κ. 


Να βρεθεί Ίπη Ελ). 
1ο. 


ΕἩ Λίνεται η συνάρτηση µε {(κ) - αἲ, 
χεξκ.α»Ι. 

Ἠ Να βρείετε την εξίσωση τῆς εφαπτοµέ- 
νης (8) της γραφικής παράστασης «, της 
Έστο σηµείο της µε τετμηµένη κο. 

Β) Να βρείτε για ποιές τιµές του κ, τι (5) 
τέμνει τον άξονα κ΄ χΧ σε σηµείο µε θετική 
τετμηµένη. [ 

11) Αν η (ε) τέμνει τον άξονα χ΄χ σε ση- 
µείο µε θετική τετμηµένη να βρείτε συναρ- 
τήσει τῶν α, κ, το εμβαδόν Ε του χωρίου 
που περικλείεταν απὀ την γαρφιχή παρά- 
σταση της [. την εὐθεία (ε) και τους ἀξο- 
νεςχ΄ χκαιγ΄γ. 

Αποδείξτε αχόμη ότι ΕΣ ε-2.- 

2(α- 1} 
59. Δίνονται οι συναρτήσεις ἔμε 


ος 


ο νε και είκ)-- 


ε ιο 
μπολονίσετε το εμβαδό Ε(λ} του χω - 
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απ που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις τῶν συναρτήσεων Εξ και 


τις επθείες µε εξισώσεις κ -- [,κΞλ21. 
σος ο κά. ΕΟ) 
Να βρείτε κατόπιντο πι σος 


60. Δίνεται η συνάρτηση ! µε Πχ) - ημὂκ, 
χε]θ, π/2|. Να βρεθεί το εμβαδόν του χω- 
ρίου πουν περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της Ε και τις εφαπτόµενες αυ- 
τής στα σηµεία Αί0, 0) και Βιπ/2. 0). 


61. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρί- 
οὐ που περιχλείεται από τις γραφιχές πα- 
ῥαστάσεις των συναρτήσεων Εέχ) - χ2. 
ΕΞ 2-Χ, φίχ)}Ξ6-κ και τον άξονα 
των χ΄ χ. 


62. Ἑστω η συνάρτηση Γμε 
Ἑ αλα χ«ο 
Κκ)ξΞ συν (), Οσκς1 
ἡ απ κι 
χ 
Ἡ Να εξεταστεί αν η [ είναι συνεχής και 
παραγωγίσιμη 


Ἠ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της Γτον άξονα των χ και τις ευθείες 
ΧΞ-1καιχ-θ. 


Ἐά. Έστωη συνάρτηση Εκ) -κ κα 


Χα υπολογιστεί το εμβαδόν Ε(πὴ του χω- 
ρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της Ε την πλάγια ασύμτωτο. 
αυτής και τις ευθείες χ -- ἶ, Χ-- πι, ΠΥΣ 1. 
Να υπολογιστείτο πι Επι). 


64. Έστω η συνάρτηση 


ς λνρΒ 
τω-] χλφκλίηχ, χ»0 


0 κ-0 


Ἠ Να εξεταστεί αν η { εἶναι συνεχής στο 
χι-ο. 

1) Να βρεθεί το εμβαδόν Ε(α) του χωρί- 
ον που περιχλείεται απὀ την εφαπτομένη 
από την γραφική παράσταση της [την 
εφαπτομένη της ς, στο χ; - 0 χαι τις ευ- 
θείες χο ππικ-α,θκαςς. 

{ΠΠ Να βρεθεί το α όταν Εία) - αἲ Ίπα. 

Ναβρεθεί το πι Εία). 
αοσ 


65. Έστω η συνάρτηση ! µε 


ο - τσκιηχ, αΣ0 


μα. ΧΞ0 


ἢ Να εξεταστεί αν η [ είναι συνεχής και 
παραγωγίσιµη στο χο Ξ 0. 


18) Να βρεθούν τα αχρότατα αυτής. 


ή) Να βρεθεί το εμβαδόν του επίπεδου. 

χωρίον, που περικλείεται σπὀ την γραφι- 

κή παράσταση της ἔτον άξονα των χ και 

τις ευθείες χ- 1/ε,ΧΞ5 όπου Ι. «ες, 
ω 


66. Ἑστωῖμε Πκ)Ξ25 ΙΧ κ»θ 
2 


ἢ Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφι 
κά. 

Ἡ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου ποὺ 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της Γτου άξονα χ΄ Χκαντις ευθείες χ-Ἰ, 
χΧΞ2. 


ὅ. Έστω η συνάρτηση ἕ µε Γα) - α», 
χλθ0,θςας1. 

ἢ Να αποδείξετε ὅτι η στρέφει τα κοί- 
λα προς τα κάτω στο (0, 2) 

1) Έστω (8) η εφαπτόµενη τῆς γραφικής 
παράστασης (0) της { σιο σημείο (ας, Υο) 
αυτής, ὅπου Χς 20. 

Αν Ε είναι το εμβαδό του χωρίου που πε- 
ρικλείεται απὀ την (9) . την εφαπτόµενη 


Ἱτης (ε) και τον Υ΄ Υ να αποδείξετε ότι 


ΕΞ αᾳ-ῶ.. γο τμ. 
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Όγκος στερεού από περιστροφή - Έφγο δύναμης 


Δίνεται µια συνάρτηση ἔ συνεχής στο 
[α, β] (σχήµα 1). 

Ἡ Ἰραφική παράσταση της Ε οι ευθείες 
χΧ-α.χΞβ ναι ο άξονας των κ ορίζουν 
ένα χωρίο Α. Θεωρούμε ότι το χωρίο Α 
περιστρέφεται γύρω από τον άξονα χ΄χ 
οπότε διαγράφει ένα στερεό. Ο ὀγχος του 
στερεού που προκύπτει από την περι- 
στροφή αυτή δίνεται από τον τύπο 


δ 1 
γ- / π({(κ))2 ἀχ - π { ε2(ς) ἂν 


Έωγο δύνακης 


Αν υποθέσουμε ότι ένα υλικό σηµείο κινείται πάνω σε µία ευθεία την οποία 
τοντίζουµε µε τον άξονα χ΄χ. υπό την επίδραση µιας ὀύναμης Ε µε διεύθυνση τη 
διεύθυνση τοῦ χ᾿χ χαι µέτρυ που εξαρτάται µόνο απὀ τη θέση χ του σημείου ὅη- 
λαδή το μέτρο της Ε είναι συνεχής συνάρτηση του χ τότε: 

Το παραγώµενο έργο Ἡγ όταν το υλικό σηµείο κινείται πάνω στον άξονα Χ΄χ 
από το σηµείο κ - α στο σηµείο ΧΞ β υπό την επίδραση µόνα της δύναμης Ε 
δίνεται από τον τύπο 


νε [ κῶ ον 
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ΕΦΑΡΙΝΟΓΕΣ 


Εφαρμογή 
Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που προκύπτει απὀ την περιστροφή 
γύρω από τον άξονα κ΄ κ,του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη 


γΞ . χὸ, του άξονα χ΄χ και τις ευθείες µε εξισώσεςχ-θ,κ- 2. 
4 


ΛΥΣΗ 
Ο ζητούμενος όγκος δίνεται από τον τύπο 


ν 


γοπ] ἶα) ὁκ ή 


Ἐφαρμογή 2 


{Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που προκύπτει από την περιστροφή 
ἠγύρω απὀ τον άξονα χ΄κ. του χωρίου που περικλείεται από τις ευθείες 
2χΧ- 3γ46-0, ΧΞ 3 καιτους άξονες χ΄χκαι Υ γ. 


ΑΥΣΗ 
Έχουμε 2χ-Άγε6-θ ή ΥγΞ2χ346. 
οΙ 
Ἆρα ο ζητούµενος όγκος είναι: 


ρα ο (ακ κοίκς Ἰθ]άκ--απ 2. 


Εφαρμογές 225 


Εφαρμογή 5 

Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που προκύπετι από την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα χ΄ χ,του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη ΥΞ ημχ καιτου 
άξονα χ΄χ,αν χε[θ,2π] 


ΛΥΣΗ 


ΤΟ στερεό που προ- 
κύπτει έχει όγκο που 
δίνεται από τον τύπο 


2π 
- π 2) ἂχ 
ο 


οπ 


Έχουμε: Ύππ ην χόχ- 
0 


Γ 2π-πὶ Ἅμμι 


Εφαρμογή 4 

Ένα νλικό σηµείο κινείται πάνω στον άξονα 0χ µε την επίδραση της δύναμης! 
Ε--ὖκ- 5. Να υπολογιστεί το παραγόμενο έργο µεταξύ δύο θέσεων, όπου Ε-1 και 
Ε- 25, 
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ΑΥΣΗ 
Όταν ΕΞΙ είναι κ -2 καιόταν ΕΞ25 εἶναι κΞ 10 
Άρα: 


18 
ΝΞ η Οχ -5) ἆχ - 104 σε κατάλληλες µονάδες 


Εφαρμογή 5 
[Ένα ελαστικό νήµα μήκους 1; έχει το άκρο του Α σταθερό ενώ στο Β ασνεί- 
ται µία δύναμη ανάλογη µε την επιμήκυνση. 
Τι έργο μηχανικό θα πρέπει να δαπανήσουµε ώστε το µήκος του νήματος να επι- 
μηκήνουμε κατά ΔΙ.ΞΙ- 1; ΤΟ μηχανικό έργο δένεται απὀ τον τύπο: 

ΔΗ 


ν- Ἱ Κ κὰκ όπου χ επιμήκυνση τον ελαστικού νήματος. 
π 
ΛΥΣΗ 
Όταν το νήµα επιμηκύνεται κατά χ τότε η δύναμη εἶναι Ε-- Κκ οπότετο 
δαπανούμενο μηχανικό έργο για συνολική επιμήκυνση ΔΙ. 


Εφαρμογή 6 

Η συσπείρωση εγός ελατηρίου είναι ανάλογη µε την εφαρμοζόµενη δύναμη. 
ἵνα βρεθεί το μηχανικό έργο για να συσπερωθεί το ελατήριο ματά 3 οπι όταν εἰ- 
ναι γνωστό ότι για να το συσπειρώσουµε κατά 0,5 επ απαιτείται δύναμη 1 κᾳτ. 


ΑΥΣΗ 
Αν κ είναι η συσπείρωση του ελατηρίου τότε η δύναμη συμπίεσης είναι ΕΞκκ (1) 
Για ΕΞΙ κει, χΞ05πι έχουµεαπότην () κ52. 
Ἆρα το ζητούμενο μηχανικό έργο είναι: 


η 
-- 2χάχ -[χττος 9 Κεγ απ. Γ 
ο 


Ασκήσεις. 
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ΑΣΙΚΗΣΕΙΣ 


1, Χα υπολογίσετε τον όγκο του στερεού 
ποὺ προκύπτει αττό την περιστροφή, Υύ- 
ρω απὀ τον άξονα χ΄χ, του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τις εὐθείες Υ --ὂχ καν 
53 και τους άξονες Οχ και ΟΥ. 


2. Δίνεται η αμπύλη Υ; Ξκ». Να βρεθεί ο 

"πος του στερεού που προχύπετι από 
την περιστροφή γύρω απὀ τον ὀξονα χ΄Χ 
του χωρίου που περικλείεται από την κα- 
μπύλη, τον άξονα χΧ᾿χ χαι την ενθεία 
Χα. Χα βρεθεί ο όγλος τοῦ στερεού που 
προκύπτει από την περιστροφή γύρῳ από 
τον άξονα Υ Υ, του χωρίου ποὺ περιχλεί- 
εται από την καμπύλη, του άξονα ν΄ Υ και 


ἴ στ ώ 
την εὐθεία ΥΞ γα”. Για ποια τιµήτου α 


οι δύο όγχοι είναι ίσοι; 


8, Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που 
προκύπτει απὀ την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα κ΄κ. του χωρίου που περι- 
κλείεται από την καμπύλη γ΄ -θχ και την 
ευθεία Υ -ἂκ. 


4. Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που 
προκύπτει απὀ την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα χ΄χ, χωρίου που περικλείεται 
από τις παραβολές ν -τκ- κὲ, ν -ὐ- χὲ, 
(950) και τον άξονα ΟΧ. 


5. Χα βρεθεί ο όγνος τον στερεού που 
προκύπτει απὀ την περιστροφή γύρω απὀ 
τον άξονα χ΄χ. του χωρίου που περιμλεὶ- 


ὁ α[ῶος 
εταν από την καμπύλη ΥΞ σα Έξα ) 
χαιτις ευθείες κ-θ και κ-ὖ. 


6. Να βρεθεί ο όγκος του στερεού ποὺ 
πρυκύπτει ἁπό την περιστροφή. υύρω 
από τον άξονα χ΄ Χ.του χωρίου που περι- 
πλεύεται απὀ την καμπύλκη, 


παντους άξονες Οχ και ΟΥ. 


μπύμη ν 


7. Να βρεθεί ο όγκος τον στερεού που 
προκύπτει σπό την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα χ΄Χ. του χωρίου που περικλεί- 
εται απὀ την καμπύλη 

χλα(γ- ϱ)- ϱ--0 (0 «ϱ). 


δ. Δίνονται η ισοσχκελής υπερβολή: 
χξ- γὲ- 750 και ηπαραβολή Υ -2/4 κ. 

Ὦ Να βερεθεί το εμβαδό του χωρίου Λ. 
που περικλέιεται από τις παραπάνω πα- 
μπύλες, 

Ἡ) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που 
προκύπτει απὀ την περιστροφή γύρω απὀ 
τον ἄξογα χ΄ χτου χωρίου Α. 


9. Το χωρίο που περιμλείεται απὀ την μα- 


κ «Ι, την ευθεία Υ και τον. 
ἄξονα τῶν Υὶ στρέφεται πλήρη στροφή πε- 
οἱ τον άξονα των ν. Να βρείτε τον όγκο 
του στερεού. 


10. Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που 
παράγεται αν το επίπεδο χωρίο που περι- 


κλείεται μεταξύ των ψ’ -όχ καὶ ΥΞΧ 
στραφεί πλήρη στροφή γύρω από τον 
ἄξονα ΟΧ. 


11. α) Δίνεται η καμπύλη Υ -ᾱ- 2. Αν 
θκ ας γΥδ η ευθεία κ-α συναντά τον 


άξονα Οχ στο Τ ναι την καμπύλη στο 
Ρ (0 η αρχή των αξόνων). Ἡ ατό το Ῥπα- 
θάλληλη προς τον Οκ συναντά τον 0Υ στο 
Σ. Το ορθογώνιο ΟΤΡΣ περιστρέφεται 
πλήρη στροφή Ἱύρῳ από τον άξονα Οχ. 
και παράγει κύλινδρο, όγκου ν. 

Να προσδιορίσετε το α έτσι ὥστε ο όγκος 
Ύ να εἶναι μέγιστος. 

Β) Η εὐθεία γ-4 τέμνει την καμπύλη 
Υ 55- κ’ στα Α και Β. Να βρείτε τον όγνο 
τον στερεού ποὺ παράγεται από την πλή- 
ϱη περιστροφή της επιφάνειας που περι- 
κλείεται απὀ την παμτύλη και την ευθεία. 
ΑΒ όταν: 
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δά 
Ἡ) 


Ἓονας περιστροφής είναι ο ΟΧ. 
Έονας περιστροφής είναι η ευθεία. 


12, α) Να µελετήσετε και να παραστήσετε 
ἡραφικά την συνάρτηση ἴο)εἳ. 

Β) ἵΝα βρείτε τον όγκο Ν. που γράφεται α- 
πό την επιφάνεια που περικλείεται απὀ 
την παμπύλη Υ Ξε: αβ τους άξονες των κ. 
και Υ αι την ευθεία κ Ξκ (Κ20) όταν αυτή 


απὀ τον πυθμένα ενός φρεατίου βάθους 
20 πι. γνὠρίζοντας ότι το βάρος του συρ- 
ματόσχοινου είναι 0,6 Κβτ/ πι, 


14. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 


φικά η συνάρτηση {κ)---ἰ 
... 


Β) Να υπολογιστεί τὸ εμβαδόν της επι- 
φάνειας που ορίζεται απὀ την καμπύλη 
παι την ευθεία Υ-1/2. 


κάνει µια πλής τωτροφή γύρῳ από 


τον άξονα των - μα. ς 
ον νσανρ 3) Να υπολογιστεί ο όγκος που παράγει 


η επιφάνεια (β) όταν στραφεί πατά γωνία 
ππερί τον άξονα των Υ. 


13.Να βρεθεί το δαπανώµενο μηχανικό ἐρ- 
γο γιά την αγέλκυση ενός σώματος [2 Κατ 


ΡΕ ΛΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 


Ορισ μµός 1 Ονομάζρυµε διαφορική εξίσωση, πάθε εξίσωση που περιέχει 
µια άγνωστη συνάρτηση. κάποιες από τις παραγώγους της 
και την ανεξάρτητη μεταβλητή. 

Ορισµός 2 ᾗ Ονοµάζρουµε τάξη της διαφορικής εξίσωσης τη µεγαλύτερη, 


από τις τάξεις των παραγώγων που εμφανίζονται στην εξί- 
σωση. 


Το πρόβλημα που θα µας απασχολήσει είναι ο προσδιορισμός όλων των συναρ- 
τήσεων Υ - Γ{), οι οποίες ικανοποιούν µια διαφορική εξίσωση. Κάθε συνάρτηση 
γς!() ποὺ ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση ονομάζεται λύση της διαφορικής εξί- 
σωώσης. 

Θα λέμε ότι η οικογένεια των συναρτήσεων (1): Υ Ξ [κ , ο), όπου ς διατρέχει ένα 
υποσύνολο Κ του Κ. είναι η γενική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης (2): 
γ΄ Ξφίκ, Υ), όταν για κάθε ος Κ. η (1) είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης (2). 

Ἡ λύση που παίρνουμε για κάθε συγκεκριμένη τιµή της « ονομάζεται μερική λύ- 
ση τῆς διαφορικής εξίσωσης. 


- ΛΑΛκιαφορική εξίσωση χωρθιξόμενων µετα- 
βλητών 


Όταν µια διαφορική εξίσωση µπορεί να γραφεί µε τη µορφή 
Β(Υ}:γ΄ ΞΙ(Χ), τότε λέμε ότι έχουµε µια διαφορική εξίσωση 
χωριζόμενων μεταβλητών από το γεγονός ότι μπορούμε να 
χωρίσσυµετα Υ΄ και γ από το κ. 


Ορισµός 3 
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- Επίλυση της διαφορικής εξίσωσης 
56 5 {ςΣ) 


1. Προσδιορίζουµε µια αρχική 6(Ψ) της ϱ(Ψ) και µια αρχική Ε(5) της (00, οπότε η 
διαφορική εξίσωση γράφεται: 

ο γ΄ τε ή Ισ) 
2. Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι: 

Ο(ΨΞΕ(ῶηε 
3. Λύνουμε την (3) ὡς προς Υ Ἆαι παίρνουμε την ν ὡς συνάρτηση της Χ και της 
σταθεράς ς, ὁπλαδή τη γενική λύση. 


Παρατήρηση 


Ηολλές φορές η διαφορική εξίσωση είν): ἁγ/ ἀχ-Ι(κ) γράφεται µε τὴ 
συμβλική µορφή ε()-ἀνξΙ(κ) ἀχ, από την οποία προήλθε η γραφή της 


ισότητας () µετη µορφή { ΕΦ) άγ- / 109) ἀχ «ο, 


όπου τα αόριστα ολοχληρώμµατα αντιπροσωπεύουν µια αρχική και όχι 
το σύνολο των αρχικών. 


ΕΒΡΑΡΝΟΓΕΣ 


Ἐφαρμογή ἆ. 
Να λυθεί η διαφορική εξίσωση χ2άγ «Υγἀχ-θ,χ»θ και να βρεθεί η µερι- 
κή λύση για την οποία ισχύει γ(1) - 2. 


ΛΥΣΗ 
Ἡ εξίσωση για κάθεχ 20 μαι ν- Ογράφεται: 


14Υ5- ἂν, οπότε Πιο-]-ἁατο, 
γ χ2 γ πα 


α όν 
ἡ ΠπΙγΙσέ ες, ἡ Ἰπίγ|5Ιπεῖ- πε ή ΙπΙγ] 5η (εὖς 


ο σα 1 α ς 
ή (γΙπεχεἹ ή γςφσῖει ή γςςε" ὅπου «Ξάς. 
Ακόμη είναι φανερό ότι η συνάρτηση Υ Ξ 0 αποτελεί ακόµη µια λύση της εξίσωσης 
ῃ 
οπότε οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται απότην γξςς" µε εεῖκ 


Ἠπειδή Υ(1)Ξ 2. απὀ την γενική λύση παίρνουµε2 Ξς «2ε-], οπότε η ζητούμενη 
α 
μερική λύση είναι η γ-ρς., εἲ ή Υ-2ς ο .Χ50 
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Εφαρμογή 2 


2 
Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: α. αχ 21 


ᾱκ (1 εκ) κγ 


ΛΥΣΗ 
2 
Για κάθεΧΣ 1 καιγκ0 έχουµε: Ἡ- ια. ἡ- ἰ ὁ-ξ- {- ἁ 
ἁ ει :κδαν 1γ Χα κ 
αθᾶ ᾗ 3 Φ-ᾗι- χ άν ἡ Σπα γξ ωχ ΕΙπ(] κκ) ες 
1472  ποκὰ 1 9 2 Ι 


ἡ (1 Χθο ΠΠ (1 Υ) Ξ2Ιήχ 26 ή (1 κ) (1 εΥγ)Ξ ον (αΞ ε»0). 


2 . 2 

ο « αχ ο (6- Όκ- 1 
ο ο ο ----- μμ. 
... ... 


(ότου εξο-12-1)}) 


όπου οεί - 1, οο ) τέτοια ώστε για κάθεχΣ 1 να ισχύει οὐ «120 (αφούγ-0) 


δηλαδή τελικά ος { 1, οο) 


Εφαρμογή 3 
Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: (1:- γ) ἂκ - (1-κλάγ-θ χ21 
ΑΥΣΗ 
Γιαμάθεχ» 1 και γ-- 1 έχουμε: 
ακγά-α-ά-ο ή -- - -ᾱς, ατότε 
1πν Ι-κ 
κ. --. κο, ἡ ΠΠ ΑΥΙΞ «κ ες, 
1.γ Χ-1 
ο ο. Ὁ ο] 
ἠΙπ ΠΕ γα - 1) πο η 
ΠΕ αγ τέχ-Ίλτο η ΙΤ κγί- ο ἡ Ίαν ἠγ--ὁ «1 
κ- χ-1 χ-1 


όπου εε Ικ(ε-κς, ). Ακόμη είναι φανερό ότι η συνάρτηση ΥΞ- - 1 ἀποτελεί 
ακόμη µια λύση της εξίσωσης. Ἐπομέγως οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται από την 
 -{, κδ1Ι όπου «εκ. 


γ--« 
χ-1 


Ασκήσεις 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ἃ Να βρείτε τη συνάρτηση Ε ποὺ η γραφι- 
κή της παράσταση διέρχεται απὀ το ση- 
µείο ΑίΦ,]) και η εφαπτομένη σε οποιοδή- 


ποτε σηµείοτης Μ(Χγ)}, κΞΥ6. 
έχει συντελεστή διεύθυνσης: γ2Χ. 


2. Ἡ εφαποµένη της γραφικής παράστα- 
σης µιας συνάρτησης ! σε κάθε σηµείο της 
Αίπ, γ) έχει συντελεστή διεύθυνσης που 
ισούται µε το λόγο των συντεταγµένωτου. 
Α. Να βρείτε τη συνάρτηση [ αν η γραφική 
της παράσταση διέρχεται από το σηµείο 
αν Ὁ, 


3. Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις: 


ο οεν 
Κ.. ᾱκ 


θὰ ογει 

ἄν εςὙ-0 
Ἕρ(κ1.γ ) ἐκ κγάγ-0 
νίκ-γ2κ)ν κ -χ2)ά-θ 
νῦ κ «κ εφχκάγΞο 


4 


ἄν 
42Υγ)ΞΧΥ. 
Υ)ΞΧΥ΄ 


ντα (κ. -- 


Ἄ. Να δείξετε ότι αν ΧΥ- ΙηΥΞ1, τότε 
Υο- 0υ/-0 


5. Να δείξετε ότι αν κ7ηγ’- 2ακ Ξ 0, τότε 
Υ) -κξ -2χγν -0. 


}» 
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Ἠοιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι 
αληθείς (Α) και ποιές είναι ψευδείς (Ψ). 
Δικαιλογήστε την απάντησή σας. 

1. Ἡ αρχική συνάρτηση µιας συνάρτησης 
είναι συνεχής. 

2, Ν, 6 ολοκληρώσιµες τότε τής γαι Ἱ- ξ 
ολολληρώσιµες. 

4.Αν Εσυνεχής στο [0.1] ., Γκ) 20 για κάθε 


α κ 
χε [0.1] και πῃ --1) ας τότε: 
ο [αν Η-κ) 


ΦΙκὰ. βΙ-1. φι»1. 
νὰ . 2 


4. Μηςδ- ολοκληρώσιμη τότε Β, 6 ολοχκη- 
ρώσιμες. 
5. Ἡ, δ- ολοκληρώσιμες τότε Π- β- ολοκλη- 
ρώσιμη. 


6. Γάνωὰ- / λόνκ κά 
πι Γὠ εάν νά | κά 


Β.Ι- ολοκληρώσιµη τότε Ιβ [ ολοκληρώσιμη 


9. ΙΡ! ολοκληρώσιμη τότε Ὦ ολονληρώσιµη. 
υ 
18. π{ε)-0σω[α, ϱ) τότε / Νκ)ὰάςΞ0 
ν 
11. / ΙΚκ) ἄν 0 τότε ἈΞ0 στο[α. 5] 


; 
12. / Ν΄Ορ ἂς Ξ0 τότε η50 στο[α, Β] 


13. Αν α»Ό και [ συνεχής στο [α.»] {320 
ν 
ες] (οοάχ20 


14. 
ες 
πι 


15. Ε. ζ- αρχικές συναρτήσεις της 
μπε {αΡ] τότε Ε- «-σταθερά στο [α, Ὁἱ 


-- αρχικές συναρτήσεις της Ἡ τότε 
Ξσταθερό στο ΓΕ, [πεδίο ορισμυή της 


16. Ἡ- ολοπληρώσιμῃ στο |α, β] τότε η Ἡ 
ἔχει αρχικές συναρτήσεις στο [α, Ὁ]. 


17. Έστωλ συνεχής συνάρτηση του [α.81 
και υπάρχει κρ ε ία. 9) τέτοιο, ώστε 


Πίκο) θ. τότε υπάρχει µια περιοχή Ν του 
κρι τέτοια ώστε για χάθε Χ2Χρ.Χ ΕΝ είνα 


κ 
ή πο κ 
χο 


18. Αν η Πείναι συνεχής στο Επ και 
β 
/ Ι)όχ «Ο,για κάθε α.βε Κ 


α 
α-β. τότε η Π{Χ) δεν αλλάζεν πρόσημο 
στο ΠΚ. 


19, ῃ έχει αρχικές συναρτήσεις στο 
Ία. Ὀ] τότε Ἡ- συνεχής στο [α, ϱ] 


20. Π- συνεχής στο |α. Β] τότε η Π έχει αρ- 
χυκές συναρτήσεις στο [α.Ρ]. 


ν 
πι ΚΕ) ἀχ [Ες πιαχ 
Ἡ ακκκν 


(οί) [) εωὰ] 


22. Π συνεχής στο Ιξ και περιττή τότε για 


. 
κάθελ.ε Ἰκείναι: / Ν(ΒἀιΞ σταθερό. 


23. Αν Γσυνεχής στο ΙΒ µε την δότητα ὅτι 
Ἡκ ο) - ΕΚ) Γ6) για κάθε Χ.γ ε Ἐ και 
για κάθε αρχική Ε της [. Τότε η Ε είναι: 

α) μηδενική βῖῶ5κ 


Ύ) σταθερή όχι μηδέν ὃ) ένα προς ένα. 


24. Η Ἡ είναι συνεχής στο [α. δ] τότε | 
υπάρχει Ἑ ε [α, Ό], τέτοιο. ὥστε 


ν 
/ ΙΚκ) ἀκΞΙΚΘ)  -ᾱ) 


α 


Ασκήσεις 


235 


ο 
285. Ἑστο ἳ µε [9 β Ἡημγ ἀγ, χΣ Οτότε 


α) υπάρχεικ 50 µε ἔα) ο 


3χ’ 
ΒΙΑ) «όΧ 455 γιακάθε κ»0 
3χ2 
γ) υπάρχει κ 5.0 µε ἠκ) -οχ--5. 
Αχ” 


26, Αν ΙΧ) «είχ) στο [α, Ὁ] και συνεχείς, 


» 5 
τότε / πρθᾶχς / εωάκ 
α α 


ν 5 
”/ παν / Εία)άς 


Γ(Χ) , Εί(Χ) συνεχείς στο [α,β] τότε 
(κ) «Ρ(Χ) στο [α, ΒΙ 


28. 
ι 


Π 
νο τῇ χημ᾽χ ὁχ 
ᾳ ο 

29, Αν [συνεχής στο [1 1και 


' 
3 / πα) ἀκ 51, 
ᾗ 


τότε υπάρχει Χρ ε {6, 1] τέτοιο , ώστε 
Ἰαρζκι. 


ν 
30. Σ9290 ο εᾗ Ε0ὸ εθ)όκς 


5 
πιθκ {19) / βάθ)ὰκ 
ὃ 


αξκςῦ 


ν 
34. εωσο τότε | Γς) εθ]όχς 
α 


η) 
πιαχ {κκ Σία) κ 
νο ηηα 


32. Νζ9) 20, Ν συνεχής στο [α, δ] και 


ν 
/ ΙΚΧ) ἀχ -Οτότε ΙΜκ)-0. στο [α, β]. 


33. Αν Μα)Ξείκ)στο[α, Ὁ]και συνεχείς | 


υ ν 
τότε / Γ() κ ο βο0 ἂν 
α α 


» 5 
34. {ῇ ως Β00 ἀχτότε 
ο Π 
πῷΞ εύθστο [α, 5] 
ἃ κ 
1. ωα-/ 699) ἁχ, για κάθε 
ζ α 


χε [α,Ὀ] τότε Τρς) Ξ 5(Χ) στο [α, 5]. 
(όπου {, συνεχείς στο [α.]) 


ρ 
36. Ἡ 20 στο [ωρ]τότε /. πο)ἀ20 


5 

37. / Π(Χ) ἂχ 20 τότε ΠίΧ) Σ0 στο [α, 
α 

38. ὮὉ ἑστω 1 ένα διάστηµα του Ε που πε- 


θιέχει το 0. Αν οι Π, Β είναι συνεχείς στο 1 
παιγιακάθεχ ε Τισχύει 


Α πθά 


τότε Ιζ)- βίκχ 


ξθάι 


39. ἵ) Αν οι Ἡ, μ εἶναι συνεχείς στο 1 και 
για κάθεκ ε Γισχνει 


π ν 
/ λωά- εί άι 
Ὀ ο 


τότε για κάθεχ ε Τισχύει Π)Ξ αχ 


40. Έστω Εσυνεχής στο [ 0, 1] µε 


Ἱ 
4/ Γωνά-ι τότε 
ο 


α) {0) -- κ για Κάθε χε[θ,1] 
β) ἔο) «κ για μάθε χε [0.1] 


Ύ) υπάρχει χμε [9,1] µε [σερ 


δ) (ο) «κό για κάθε χε(0.1) παι [ί1) 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΕΠΑΝΑΛΗΙΡΙΗ 


Ί{ Ἔστω [ συνεχής στο [α.5! µε 


' 
ᾗ (σόκ-Σ 
τ 


[ 3 
Αποζείξτε ότι υπάρχει Ἑε[θ,Ι]τέτοιο 
ώστε {8) Ξ ημ(αξ) 


2: Έστω Γ συνεχής συνάρτηση στο [θᾳ ] 


α 
µε την ιδιότητα { {αλά -2 
ο 


Αποδείξτε ότι υπάρχει Ἑε[θ,π] τέτοιο 
ώστε Ἠ5) - πμ. 


Να βρεθούνοι τιµές του κ. πατις οποί- 
Ἔσ ισχύει: 


κ 
ήν αι -ἃ κ 
... 
4. Έστω Τ συνεχής συνάρτηση στο [α, Ὁ] 


και είναι µιά παράγουσα της [η οποία 
μηδενίζεται στο Χοε[α, ΒΙ. Να αποδείέξετε 


ότι Ἡ Ρ έχει τη µορφή 
6ο) -{ {9 ἅτγια κάθε χετα, Β] 
χα 


- 
Ἡ, Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτή- 
σεις, Ε ορισμένες στο [0,1] µε την ιδιότητα. 


ἳ ' 
/ Εκ) ἀς -- βρθὰν 
ο 3 


6. Έστω το σύνολο των συναρτήσεων Ε 
µε Γε Ε όταν: [ συνεχής στο [0. 1] µε 


ἳ 
ὃς ἴοος2 και { ἰσ)άχΞ1. 
υ 
Ώ Τι τιμές µπορεί να πάρει το ολομλήρω - 
Ἱ 
μα /κ κ) κ 
6 


Ἡ) Αν Ε. ῇ ανήκουν Ε τότε Γ σταθερή. 
Ὕνκα αποδείξετε ότι 


στ 
/ συν χημ”''χάχ --0 για κάθε ΠΙΝΕΝ. 
Ό 


ἅ- Να αποδείξετε ότι: 


ης κ 
[πε ρες ᾗ πε ας 
Χ ᾗπ Χ 


τ 
4 


κ΄ 
-Δή Έστω η συνάρτηση Ε µε τω -α 

ο μη) 
Χα μελετηθεί ὡς προς τη μονοτονία. 


ν 
10: Έστω η συνάρτηση Ε µε 


---- 

τω-/ γτνέα. Για ποιές τιµέςτου κ. 
πμ 

η Ε γίνεται μέγιστη: 


11. Αν για κάθε χε[ῦ,κα]είναι Ε΄ 0050 


και ου ἁ. να αποδείξετε ότι για 
ο 
κάθε χε(θ, ος) ισχύει ᾖ.. Ε(Χ) «Ε΄ 3) 
Χ 


12. Ἑστω Γ µια συνάρτηση συνεχής στο 
Ια.8| τέτονα ώστε 


οκως/{ Γ1) ἆτ για κάθε χε|.Ρ]. 


Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση: 
ο. 
{ ο] / ω «] για κάθε νε 
α α 


1µ. Ἠ Να δείξετε ότι υπάρχεντο 


α 
1 
15 { σας ἂχ 
ο συν 
1) Να δείξετε ότι υπάρχουν πραγματικοί, 
α, Ό τέτοιοι ώστε για κάθεκεΕ, 
κκ ακα, Κεζ. ισχύει: 
2 
--Ἡ- ο ασυν συν. 
συνκ 1 -ημκ Ιημκ 
14) Να βρείτε τις αρχικές συναρτήσεις 
της συνάρτησης 1. στα διαστήματα 
συνκ 
π 
που δεν περιέχουν σηµεία ΧΞ 5 πσοικεζ 
Ίν) Να υπολογιστεί το Ἱ. 


Ασκήσεις 


718. Έστω οι συναρτήσεις , Ε : µε 
ο - συν((πκ) και 50) Ξημίίαχ), χΧ 20. 

Ὦ Να βρεθούν τα διαστήματα στα οποία οἱ 
Ά και μ έχουν αρχικές συναρτήσεις. 

1) Έστω Ε µια αρχική της Ἡ χαι α µια αρ- 
χική της Σ. πε Ε(1)Ξ 0Θ και 6(1) Ξ 0. Να βρε- 
θεί µια σχέση μεταξύ των 6 και Ε. Να βρε- 
θούνοι Ε και σ. 

Π3) Να βρεθούν οι αρχικές συναρτήσεις των 
Ἠχαιρ. 


1 16. Να βρεθούν οι αρχικές συναρτήσεις της 
συναρτήσεις, µε 


Είχ)-κ-2 αὖχ2-2χ-Ι «ὖχξ-2κ-εΙ ,κεΕβ 


1π. Ἔστω Ἡ συνάρτηση 


- μα” ταν χε 1) 
Πχ) 


Πηὸκ 
π.δ. αν χε [1, ο) 
ας [1,599 


τε ότι η Ἡ έχει αρχικές συναρτήσεις 
και να βρείτε µια από αυτές. 


Γ1δ. Έστω τα ολομληρώµατα : 


1) ας τσυνήπ ᾱι και 


ο] μή τημ(πο 
Π 
ἢ) Να γράψετε το ΙΧ) ὡς συνάρτηση του. 
1108) και το 1) ως συνάρτηση του 1). 
1) Να υπολογίσετε τα 1α) και 11ζχ). 


13) Να βρεθούντα Τι [ὰ] και η) 


πθΑν Τσυνεχής συνάρτηση στο με 


« ν 
ος/ ἵρας [ σκ- Ὀ[(θάν 
ο ο 


για πάθε χεξ. αποδείξτε ότι [(α) Ξ 0 για κά- 
θε χε]κ. 


39. Ὦ Να βρεθεί το σύνολο Ε των πραγµατι- 
κὠν απου πληρούν τη σχέση: ημα Ξσυνχ 
3) Αν το α είναι το μυμρότερο µη αρνητικό 


στοιχείο του Ε και το Ὁ εἶναι το µικρότε- 
ροµῃ αρνητικό στοιχείο του Ελ {[α]. να 
βρείτετους α, Ὁ. 

ΠΏ Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περι»λείεται από τις γραφικές παραστό- 
σεις των συναρτήσεων ημα αι συνχ και 
τιςεὐθείεςχ-α και Χ-Ρ. 


/ 
. Ένα σηµείο Μ διαγράφει ένα τεταρτο- 
κύχλιο ΑΒ. χέντρου Ο χαι αμτίνας Ε. 
Ἕστω Η η προβολή του Μ στην ΟΑ. Ὑπο- 
λογίστε τη μέση τιµή του ΜΗΞ στην κάθε 
µια απότις κάτω περιπτώσεις: 

ἢ Το Μ είναι σηµείο του τόξου ΑΒ και 
οι ευθείες ΟΜ χαι ΟΑ σχηματίζουν γωνία 
θείο. π/21 

Ἡ) Το Μ είναι σηµείο του τόξου ΑΒ τέ- 
τοιο ώστεοΗ «κ. 


26. Στο πρώτο τεταρτηµόριο του επίπε- 
ὅου χΟΥ θεωρούμε µια καμπύλη (ο), που 
αποτελείται από τα σηµεία που ον συντε- 
ταγµένες τους πληρούν τη σχέση: 
γπξα κ’, ὅπου α 2 0 καιπῃ ν ΕΝ’. 
Ἕστω Μ ένα σηµείο της (ο) µε τετμηµένη 
λ. και τα Ἡ γαι Κ οι προβολές αυτού 
στοὺς Οχ και ΟΥ αντιστοίχως. Αντο5 
είναι το εμβαδό του ορθογωνίου ΟΗΜΕ 
γαι το Σ είναι το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη καμπύλη (6) και από 
τα τμήματα ΟΗ και ΗΜ. να δείξετε ότι: 
Σο πι 


5 παν 


Έστω συνάρτηση Τ µε πεδίο ορισμού. 

ΕΟ Ξ[0,4- 99) και συνεχής σ' αυτό µε 

ΚΘ)Ξ0. ἢ Θεωρούμε τη συνάρτηση 

Το] θά, κ20. Εξηγείστε νιατί η ξ 
ς 


εἶναι παραγωγίοιµη στο [Ὀ.- ο) και υπο- 
λογίστετο Ε΄ (0). 
3) Θεωρούμε τη συνάρτηση 


α [Γτως, κνο͵ 
Χο 


αα- 
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ἆ) Αποζείξτε ότι η α είναι συνεχής στο 0. 
β) Αποζείξτε ότι η εἶναι παραγωγίσιµη 
στο (0. 4 οϱ) και βριίτετη α΄ (κ). 


3 
323. Ἑστω Κν [Γεν ὄχι νε Ν 
ο 


8) Να αποδείξετε ότι το Κ., υπάρχει για 
κάθε νεΝ 
1) Να νπολογίσετεταΚ,, καὶ Κ.. 
Π) Να εκφράσετε το Κ., «Κ.,, ὡς συνάρ- 
πηση του ν 
ἰν) Να µελετήσετε τη µεταβολή της «κο- 
λουθίας (Κ.) 


ν) Να δείξετε ότι η ακολουθία (Κ.) είναι 
συγκλίνουσα Χαι να βρεθεί το ὁριότης. 
25, Να βρεθεί το όριο της ακολουθίας (ω,) 
µε γενικό όρο: 


2π 


- τμ συν ζουν οτε, ουτε] 
ν ν 


τες 


σ 
σι 


α) αρ’ Μο μ ότουνε Ν 
ε 211 

Ὦ Να συγκρίνετε τα 1, και 

50,1, 2. 

{9 Να δείξετε ότι για κάθε πολυωνυμική 
συνάρτηση π βαθμού ς2 νσχύει: 


όταν 


ν 
/ Κ) ἂν -ὃ απ) «β) κα], 
ἃ 
ὀποννεΝ 
αὖπος των τριών επιπέδων) 


Εφαρμογή: 
Έστω η παραβολή :γ Ξ ( -χ) (Χ-α). Να 
βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περι- 
κλείεταν απὀ τη καμπύλη Υ. τον άξονα 
χ΄χχαιτιςεὐθείεσχ-α χαικΞυ. 

Π9 Να σποδείξετε ότι ο τύπος των τριών. 
επιπέδων εφαρµόζεται για κάθε πολυωνν- 
μική συνάρτηση 35" βαθμού. 

1} Να συγκριθούν τα 1, «όταν 


κα ϐ) Ξ (0, 1). Τι συμπέρασμα βγάζετε; 


παν ας 


26. Έστω αΡεξ.αςῦ κας κό, 


Ἔστω η συνάρτηση Ε µε 


., 
δττ-έ 
Ὦ Αποζείξτε ότι η Ε εἶναι περιττή 
Ἠ) Αποζείξτε ότι η Ε είναι συνεχής και 
αὔξουσα στο [0.1 
Πἢ Αποζείξτε ότι για Τε[ο.]) ισχύει 
«οἵ --ἲ -Ἱ.-- 
αν ψ 


είναι πεπερασμένο. 
{ν) Θεωφούμε τη συνάρτηση Φίκ) Ξ ημχ. 


εΧες 1) 


και ότι τούριο πη ΕίΧ) 
μα] 


χε [οα]κα τη συνάρτηση Ε.χε[ο, 1). 
2 


Να προσδιοριστεί η συνάρτηση Εοψ και 
να αποδειχθεί ότι η (Γοφ)(κ) - αχ είναι στα- 
θερή στο [ 0, π/ 2). Να βρείτετο 

ἴπι Ἐ (Φ(5} καὶ να συµπεράνετε 


το όριο ἴπαπ Ε () 
λα 
ν) Να γίνει γραφική παράσταση της Γ 
όταν χε [0. 1). 
νΏ Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης, 
της ε, στο σηµείο ΧοΞ 0 


κά 


Έστω συνάρτηση Ετρεις φορές παρα- 
ωγίσιμη. στο [α.5] µε τρίτη παράνω»ο σὺ- 
νεχή στο [α.δ]. Αν ἴία) Ξ [(0) Ξ 0 και 
{76)- 6 αποδεῖξτε ότι 


Γη Ειώκακ- ανω] 


Έστωα.Ρεβ µεαςδ χαιαῦ»0. 
οφ βρεθούν οι μέσες τιµές πι, και πι; 
των συναρτήσεων πζ) Ξ κ καν Π' 10, 
στο [α. Ρ]. Να δείξετε ότι σαι {η, 5 1. 


Ώ) Αν α. δεΕ, ας Ὁ και Ἡ µια συνεχής, 
συνάρτηση στο [α, Β] µε ΝίΧ) 5 0 Ίνα κάθε 
χε[α. 5] Ἐανπιι, πι, είναι οι μέσες τιµές 
των Ἡ και Πὶ στο [α, Ρ) , να δείξετε ότι 
παι πη) 2 Τ (να χρησιμοποιήσετε την ανισό- 
τητα του 5ομννατ7). 


Ασκήσεις . 
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η Έστω η συνάρτηση 
Άτμε μο) χδε κ2. 
ἢ Να μελετηθεί χαι να παρασταθεί γρα- 
φικά ΠΠ. 
ΠΜ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της Ἠ και την ενθείᾳ Υ «2. 


31. }Εστοη σνιάρτηση Ιε µε πρ 


Ἠ) Να παρασταθεί γραφικά η Ἡ. 

Πῇ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση. 
της Ἡ, τοῦ άξονα Οχ καντις ευθείες κ- 0 
παιχξθῃ 
32, Έστω! µια συνάρτηση δύο φορές πα- 
ραγωγίσιμη στο Ιβ µε [(κ}0 νια πάθε χκθ. 

μα. σα 
Ανα αφ 
Εχ-α) [ας α) 


να υπολοιιστείτο 


σα πω ᾱς 
Ες α) ἔιωᾖτ-α ἔος τα ῆα κ 


33. Τστῳ η συνάρτηση [ αὔξουσα και πα- 
θαγωώγίσιμη στο διάστηµα Ἱ ς Ικ. Να ἅπο- 


δείξετε ὅτι; { ωας/- Γυά 


πο δ 


για κάθε κιν ΕΙ και για κάθε γε[θ.1]. 


34. Ἕστω με καὶ και [ν Γκαν] ς 
' 


νεΝ΄, Να αποδείξετε ότι 


α) 21 ΥΙς,- εὖ για κάθενεΝ’. 


β) Η 1, είναι φθίνουσα και ότι 


ω 


κινς- και ὑπολο Ίστε 
339 γ12 
Ιπῃ Ἰν, Ἠπιν ν]ν 


45. Ια)Ξεκκδ-οίκ-ἶ 
Ἠ Να παρασταθεί γραφικά η. 
1) Να υπολονιστεί το ολοκλήρωμα: 


Ἱ πως. 


36. ἢ Να παρασταθεί γραφικά η συνάρτη- 
ση (α) Ξ κΊπκ. 

1) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της {[, τον άξονα ΟΧ και τις εὐθείες κ. κ 
καικς2. 


Φέ. Έστω η συνάρτηση Ἡ: µε Εκ) - χὲ ΙΠκ. 
8 Ναὰ μελετηθεί ὡς προς τη μονοτονία 
πη. 

Π) Να παρασταθεί γραφικά ηἩ. 

ΠΊ) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της π,τον άξονα χ΄κ μαι τις εὐθείες χ. -- 1 
παικ-ο. 


3ὰ. Έστω συνάρτηση µε Πχ) κ - εἶπχ 

“Ὢ Να παρασταθεί γραφικά η 1. 

13) Από τη μονοτονία της Ενα διαπιστώ- 
σετε την ανισότητα: πὲς οἩ. 

1Η) Να βρεθεί το εμβαδό τον χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της Ε. τον ἄξονα Οχ καν τις εὐθείες κ --ἰ 
καικ-ε. 


34, Έστω η ουνάρτηση Ε: µε 
Κχ)- 


κ50 


2. 


Ἠ Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 
σικά ηἩ. 

Ἠ) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της Ὦ , τον άξονα κ΄κ και τις ευθείες 
.. 1 πικς2. 


48. Έστω Ἠ συνάρτηση 
ἔτμε αχ) κ - ΧΊηχ 

8 Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 
φιαά ηί 
Να βρεθούν οι 
µένων στην "ράφι 
σηµεία µε τετμηµένες: 1/6. 6, ε2. 
Να βρεθεί µια αρχική συνάρτηση της Ἰ. 
Ί) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της [, τον ἄξονα ΟΧ και τις ευθεί 
Χςι/αἎαιχ-ς. 


ισώσεις των εφαπτο- 
ζἡ παράσταση της Γστα 


Ολοκληρωτικός λογισμός 


παιτεδίο ορισμού Αα Ξ(:1, 1). 


ἢ Χσ μελετηθεί και να παρασταθεί νρᾳ- 
φικά η [. 

ἸΏ) Να βρεθεί το εμβαδό Ε(9 του χωρίον 
που περικλείεται σπὀ τη γραφική παρά- 
σταση της [, του άξονα ΟχΧ και την ευθεία 
Χξι,ι «1 που βρίσκεται στο πρώτο τε- 
ταρτημόριο του επιπέδου χΟΥ. 


18 Χα βρείτετο ΙΙ ΕίΤ). 
ει 


κ 
44. Ἑστωη ο μα Τνμε 
Η9)5Ξ 


εκδ 


3 Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 
φικά η {. 

Π} Να βρεθεί το εμβαδόν Ε(Ὁ του χωρίου. 
που περικλείεται απὀ τη γραφική παρά- 
σταση της Ι. τους ἄξογες Οχ και ΟΥ και 
την ευθεία χὶ -Ι«ιςῦ. 

Να βρεθείτο, ἥπι Ἐ(9. 
ο 


ν 
1 44 Ἔσιω η συνάρτηση ἔ µε 
ο 
ας 
ἢ Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 
οσάττ, 

1) Να βρεθεί το εμβαδό Ἐθ)} του χωρίου 
που περικλείεται απὀ τη γραφική παρά- 
σταση (9) της ἔχαι τις ευθείες γΞχ,χΞ 
ΧΞΛΟΣΗΟ. 


) Να βρεθείτο όριο. πι ΕΩ). 


4 Αίνεται η συνάρτηση 


οσεν 


και έστω Ον η γραφική 
παράσταση. 

ϐ Τι σχέση έχουν μεταξύ τους οἱ γραφι- 
μές παραστάσεις ΟΕ», και αν των σὺ- 


ναρτήσεων ἴ,, καν ἓς κ. 


ο 


Π) Ανθςαςβ.να μελετηθεί η ξς . 
ο ' 

να παρασταθεί γραφικά για α-- 1 καιδΞ 4. 
ἩΡ Να βρεθεί το εμβαδό Ε, του χωρίου 
πον περικλείεται απὀ την 6, ντ τους 


άξονες Οχ και ΟΥ και την ευθεία χ 
6.30). Να βρεθεί το όριο: Ιπῃ Ελ. 


345 Ἔσιω η συνάρτηση ἔ µε 


Ώ Να παρασταθεί γραφικά η {. 
8) Να βρεθούν τα όρια: 


Ίας Ἰπ Σ ΠΚ} 1ο- Μη /᾿ Γοάν 


να λο 
Π3) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται σπὀ την εφαπτομένη στη 
χραφική παράσταση της ἵ στο σηµείο µε 
τετμηµένη Χ- 1 Ἀαϊτις ευθείες κ -ἰ και 
γΞ0. 


3ΝάΖ Έστω Ρ(9) Ξ κ) κακὲ αὃκ 31. αεΚ. 
χεΕ. 
ἢ) Να προσδιοριστεί η πραγματική πα- | 
ράµετρος α έτσι ώστε: Ρ{{) Ξ12. 
19 Για α- 3, γα παρασταθεί γραφικά η 
ὃ κ] 
συνάρτηση {: Βλ {- 1], με οπο 
Πῆ) Τια α - 3, να υπολογιστεί το ολοκλή- 


4) Να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση 


με Γο)- πολ ο... 
Ρικ) 


1) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 


Ι/ Ρο ρω ρω 


Γρικὴὁ 


Ασκήσεις, 


{α Έστω η συνάρτηση 
Εκ) Ξ (0) -άκ απ», 

όπου το τη εἶναι µια πραγματική περίµε- 
τρος. 

Ἡ Να βρείτε το πι, ώστε η Ενα έχει αχρό- 
τατα. 

Ἡ) Τια πι -4 να μελετηθεί καὶ να παρα- 
σταθεί γραφικά η. 

Βὴ Για πι Ξ 4 να βρεθεί το εμβαδό του 
χωρίου που περικλείεται σπό τις γραφι- 
κές παραστάσεις της ἔ(χ) και της 
Ε(κ) Ξ οὗ Ἠαιτις ευθείεςχ--2 αι χ--3. 


49. Έστω η συνάρτηση Ε: ΕΝ {2]-2Κ.. µε 


κξ-όΧ4ΠΠ ΠΕΚ. 
2χ-4 

1) Να προσδιοριστεί το πι έτσι ώστε η 
να έχει ακρότατο στο σηµείοχΞ {. 

Β) Για πι-- 9, να μελετηθεί και να παρα- 
σταθεί γραφικά η 1, 

ΗΏ Για πι Ξ 9, να βρεθεί το εµαβδό του 
χωρίου, ποὺ περικλείεται απὀ τη γραφική 
παράσταση της ἵ, την πλάγια ασύμπτωτη 
καιτις ενθείεςχΞ5 χάικΞσ6. 


(σ)- 


50. ΊΝα προσδιοριστείάεξ τέτοιοιώστε η 


ηραφική παράσταση της ἓ, µε [κ τἩ 
α-χ 


γα παρουσιάζει καμπή στο σηµείο κ-Ξ- Ι. 
Ἱ) Για α- 1/8 να παρασταθεί γραφικά 
ηἲ 


} Χα βρεθεί ο όγκος του στερεού που 
παράγεται από την περιστροφή της γρα- 
φικής παράστασης της Ε γύρω από τον 
άἘονα κ΄ κ, για χε [- 1. 0). 


51. ἡ) Να δείξετε ὅτι η Υ συνάρτηση 
δι -εἳ, µπορεί να γραφεί σαν όθροιαµα. 
δυο συναρτήσεων Ε και ς. όπου η Γ εἶναι 
άρτια και η φ είναι περιττή. 

1ἢ Χα μελετηθούν και να παρασταθούν 
γραφικά οι συναρτήσεις ἔκαι φ. 

ΠΏ Χα βρεθεί το εμβαδό Ἐ(λ}του χωρίου 
που περικλείεται από τις γραφικές παρα- 
στάσεις των Εχαι φ. του άξονα ΟΥ αι 
την ευθεία χ -λ. (1.5.0). Να βρεθεί το όριο 


ς. πι Ἐ. 


52. Ἑστω η συνάρτηση ἔ, µε 
{69) Ξπιχ -Ίπ (κ) -- Ὁ, 

όπου πι µια πραγματική παράμετρος. 

ἢ Να βυεθεί το πι έτσι. ώστε Ἡ Τ να είναι 
φθίνουσα στο Ε. 

Β) Για πι -- { να μελετηθεί και να παρα- 
σταθεί γραφικά τ Ε. 
πΏ) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου πουν 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της ἓ, του άξονα α΄ χΧ ναι τις ευθείες κ τ- 1 
καικς-θ, όταν πι -- 1. 
Θεωωρείστε γνωστό ότι 


" 
./ ᾱς 
σ 


κ 


α, σταθερό 


34. Ἕστω συνάρτηση ἕ µε Πχ) Ξ χεν, 
}) Να μελετηθεί και να παρασταθεί νρα- 
φικάηΕ. 

1) Να βρεθεί ο όγκος του στερεού ποι; 
παράγεται από τη περιστροφή της γραφι- 
γής παράστασης της { γύρω απὀ τον ἄξο- 
νακ΄χ, όταν χε[1, 3]. 


54. Έστω η συνάρτηση µε 


Μηχ 


αι 


«χ»50. 


8 Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 
φιμά τί. 

19 Να βρεθεί τὸ εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της [. τον άξονα ΟΧ και τις ευθείες 
ΧΞ]Ι/εγαιχ-ε. 


35, Ἑστω συνάρτηση 
Επ) η εἱ 


Ώ Να δείξετε ὅτι η Ε είναι συνεχής και 
παραγωγίσιµη στο Κ. Να μελετηθεί η µε- 
ταβολή της {. 

1) Να δείξετε ότι η { εἶναι περιττή, 


Β) Για χ2 1. να συνκριθούν τά ολοχλή- 


ρώματα: η. εἳ ὁς και / σαι 


[ ι 
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Να βρεθεί Ιπι Γκ) 


Ἑστω η συνάρτηση Γμε 


1 
εἳ ,χ-ὐ. 


Πα) Ξ 


κ 
8) Να βρεθούν τα όρια: 


Ἠπι Το), Επι ΠΧ}, πι 9) γαι 


ο ο κα 


πι Πχ} 
κση 

Π) Να μελετηθεί και να παρασταθεί Ίρα- 
φικά η {. Να νράψετε την εξίσωση εφα- 
ατοµένης της γραφικής παράστασης 
στο ο. 

189) Ἐστω Α το χωρίο που περιχλείετα α-- 
πό την νραφική παράσταση της Ε και τον 
ημιάξονα ΟΧ΄ (κ « 0). Να βρεθεί ο όγκος 
τοῦ στερεού που προχύπτει από την περι- 
στροφή γύρω απὀ τον άξονα Ον. του 
χωρίου Δ. 


Ξ7. Ἑστω συνάρτηση {µε 


Γαὺς ο «όταν 420 και 950. 
καῦ 


Ώ Να προσδιοριστούν οι α χσι Ὀ έτσι, ὦ- 
στε η θαφική παράσταση της {να έχει 
µια ασύμπτωτη παράλληλη παράλληκη 


προς την πρώτη διχοτόµοτης χΟΥ χαιη 
απόσταση μεταξύ τῶν αχροτάτων της συ- 


νάρτησης να είναι ή20.. 


Ἡ) Για α ΞΙ και Ὁ- Ἰ, να παρασταθεί 
ηραφικά η. 

Πὴ Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου ποὺ 
περιλλείεται από τη γραφική παράσταση 
της ἴ, τον άξονα κ΄ κ και τις ευθείες κ - | 
γαι κ --4. 


8 Έσω[: μετ ί 


3 Να βρεθεί το πεδίο ορισμού αυτής και 
γα δειχθεί ότι η Γ είναι περιττή. 


Π) Να μελετηθεί η µεταβολή της ἔ και να 
δειχθεί ότι 1Η]. χκθ. 

{ῇ) Έστω η συνάρτηση 

εσο ξ 2{ς -  Ιπὶκ - Ἡμήκ -1) Ιπὶίκ -- 1. 
Να δείξετε ότι ϱ’-Ι και να υπολογιστεί 
το ολομλήρωμα 


2 
Ἐ) ' {) κ, όπου λε(-1, 0]. 


59, Ἑσπυ η συνάρτηση Τ: µε 
1ϱ)- κ -ε 
Ἄνα βρεθούν τά όχα: πι [ίκλ. πι Τα) 


1Ώ Να βρεθεί η παράγωγος της {. 

Πῇ) Να μελετηθεί και να παρασταθεί γρα- 
φικά ηΕ. 

19) Να βρεθεί µια αρχική συνάρτησητης {. 
ν Να βρεθεί το εμβαδό Ἐ(λ) του χωρίου 
που περικλείεται απὀ τη γραφική παρά- 
σταση της ἴ, την ασύμπτωτή της και τις 
ευθείεςχΞθ και «κΞλ»50. 


νΏΝα βαθεί πούρια: Ἱπ ΕΩ). 
να 


ας. 
4ᾷ Έσω Ἡ: µε) τάς. 
ἃ- τ 


ὢ Να δείξετε ότι η ῃ οοΐζετοι στο κ΄. 

3) Να διαπιστώσετε αν η Ἡ εἶναι άρτια ἡ 
περιττή. 

ὴ) Ἐσιωκ εξ”. 

31) Να δείξετε ότι υπάρχουν πι, και Μ, 
πραγματικοί τέτοιοι. ώστε: 

συν ([ς, ὀχ))-- [πι Μι). 

2) Να δείξετε ότι: πης 113 5 Ην) 5 Μ., Ιπ3 
3) Γνα πάθε χε (0. π/ 3] να εκφράσετε 
τους πι και Μ. ὡς συνάρτηση του κ. 


3) Να µελετήσετε το όρια: πι ΙΚκ). 
λση 


ἵν) Μελετήστε το όριο: Επι ΙΚκ). 
ή) 
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61. Στο επίπεδο ΧΟΥ θεωρούμε µια κα- 
μπύλη (9) που αποτελείται από σηµεία 
ποὺ οι συντεταγμένες τους πληρούν τις 
σχέσεις: Υ; Ξχὶ Οςκσαγαι 20, Έστω 
Α ένα σηµείο της καμπύλης µε τετμηµένη 
α και Αι, Α, οι προβολές του Α στους 
ἄξονες ΟΧ. και ΟΥ αντιστοίχῶς. 
Έστω Αι το χωρίο που περικλείεται από 
να ΟΧ χαι το ΑΑι χαι Δγτο 
χωρίο που περικλείεται από τη (ο) . τον 
ΟΥ χαιτο ΛΑ.. 

ὮΏ Να βρεθεί ο όγκος Ψ του στεριούπου 


τη (ο) τον. 


παράγεται από την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα κκ του Αι. 
1) Να βρεθεί ο όγκος Ψ, του στερεού που 
προκύπτει από την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα γγ΄ του Δ.. 


Πἢ Για ποια τιµή του α, ισχύει: ν 


ὃς 


62. Δίνεται η συνάρτηση 
ἡμεβο)ξα- Όςλ. 

Ώ Χα βαθούν τα ἆχο: ἵππι ἴκκλ, Επι ης) 

ἢ) Να βρεθεί η παράγωγος της Ἡ και να 
μελετηθεί ὡς προς τη μονοτονία η η. 

ή) Να παρασταθεί νραφικά η Ἡ. 

Ίν)κα βρεθεί µια αρχική συνάρτηση της 
. 

Υ) Να βρεθεί το εμβαδό Εία) τον χωρίου 
ποῦ περικλείεται από τη γραφική παρά- 
στάση της Π. του άξονα Οχ και τις εὔθειες. 
Χξὶ και χ-α,όπουμΣ]1. 


νὺ Να βρεθεί το όριο: Ίπη Ε) 


γῇ) Χα δειχθεί ότι: 
πρ) (ο αν - ἰ). 


63. "Έστω ϐ «[- κ. :] Ὑπολοῄίστε την 
ο) 
εὔθσε σέση µετην εφ ο. 


3) Να δείξετε ότι; εφ η 32.13 και 


21219 -2-43. Ὠ 


Π) Έσω Ε: µε - 1 4 κε 
νακέ 

Να δείξετε ότι η Ε είναι παραγωγίσιµη κα 

να βρείτετη Ε΄. 


Ν) Έστω 6 ή[:3..3)-νΚ.με 
2 3 
κάν 
σο { --- 
ο μεὁ 


Να δείξετε ότι η 6 είναι παραγωγίσιµη 
στο 5) και γα βρείτετη Ο΄. 

ν) Έστω α 2 0. αεΚ. Να δείξετε ότι “ια 
κάθε ε{θ, αἱ, ισχύει: 


ΥἜ2.ΝΕΝ. 
Ώ. Να δείξετε ότι η Ἡς είναι συνεχής στο 
16. ΠΠ] και να υπολογίσετε τὸ ολομλήρωμα. 


' 
/ Ἀμκλόν. 
ο 


-Ἡ) Έστω με λρο-- πι Πάλ χε[θ.!| 


Να εχφράσετε τη ἃ ὡς συνάρτηση τοι χΧ. 
Ἐΐναι η Ἡ συνεχής στο [0, 1]: 
ΠΏ) Να συγκριθούν τα : 


πι Γκῶς και Για Νο - 
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Ολομληρωτικός λογισμός. 


Τι συμπέρασμα προκύπτει; 


65. Έστω α, ΒΕΚ µε α «ὃ γαι Ἡ µια συ- 
νάρτηση συνεχής στο [α, 6] που πληρεί τη 
σχέση: 

ία ή- ὃ- χ)Ξ - Πχ). για κάθε χεῖα, Ὀ]. 


Ώ Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα : 


Γιος 


Ὦ) Χρησιμοποιώντας τη (1) να υπολογι- 
στεί το ολοκλήρωμα: 


π 
/ συν Ἡ’]χάς ,όπουρε Ν. 
Ό 


ό Δίνονται οι συναρτήσεις Ε.Ε.Π, κ µε 


Ἑἳ εκ αγκ ε, 


ο Ξή 


Αα θΙπ(α «ἰκ )καιείκ)-κ «γκλτι, 


Έσαω - Χὶ {κ νΕΝ 
ο γκέι 


(κ241 ᾱς, ο-[ (μσ 1) 
ο 


και ας {μας ἡβό ο]ας, «ο. 
ὃ 


Ώ Να δείξετε ότι οἱ Γ. 5, Π, Κ. είναι παρα- 
γωγΐσιµες στο Ε και να βρεθούν οἱ παρά- 
γωγοίτους. 

Ἡ) Να δείξετε ότι το {, υπάρχει Ίνα κάθε 
ΥΕΝ γαι να υπολογιστούν τα 1ς καὶ Ἡ. 


Ἠ4) Δυπαιολογήστε την ύπαρξη του ϱ και 
γα βρεθεί τος. 

1ν) Να αποδείξετε την ύπαρξη του Η και 
να υπολογιστεί 


ὅχ Έσω ξιμε πως ἕα 
τα 


ἢ Να δείξετε ότι η Ε ορίζεται στο (0, «9). 


1) Να δείξετε ὅτι Ἡ Ε είναι παραγωγίσιµη 
και να βρείτε την παράγωγό της. 

4) Να μελετηθεί στο (0, «») το πρόσηµο 
της συνάρτησης {Ε - ΙΠ) και να βρείτε τα 


όρια. πι ΕΟ) και Ἡπι ΓΕ) 
9 2σἳ κα 
{ν) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον. 
ένας α» Ὀτέτοιος. ώστε για κάθε ιε[ᾳ, 99) 
ο ε 
ναείναι τ2τ 
τ 


Να δείξετε ότι ννα κάθε χε]α. 9) έχουµε 


Υ) Να μελετηθεί η µεταβολή της Ε και να 
παρασταθεί γραφικά η Ε. 


-αξ 


Εα)2Ε(ά) 


68. Έστω η συνάρτηση Ἡ: µε 
3 
οά αν όπου α,δ,ιςςεπ. 


κα) 
χξ-θχτς 


ἢ Να προσδιοριστούν οι α. Β. 6 έτσι, 
ώστε η εὐθεία κ - 2 να εἶναι ἀσύμπτωτη 
της η γαι η γραφική παράσταση της Ὦ να 
εφάπτεται τοῦ άξονα χ’΄Σ στο σηµείο µε 
τετμημένη κ-- 1. 

Π)ΓιααΞ-2,.ΌΞξ Ι Ἆαις Ξ δ να µελετη- 
θεί και να παρασταθεί γραφικό η η ναι να 
προσδιοριστούν τα σηµεία στα οποία Ἡ 
γραφική παράσταση της Ἡ τέμνει τις ασύ- 
μπτωτες. 

Ἡ8) Να βοεθεί το εμβαδό του χωρίου που 

περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση, 
της Ἠ και τον άξονα χ΄κ όταν 
χε [-2, Τ]  [5/2, 3]. 


69. Έστω η συνάρτηση Ἡ: µε 


ο χὰγναχ-ὓ 


Ἰκ) 
χὲ-6κ--δᾱ 


«όπου α δε. 


Ὦ Να προσδιοριστούν οι ἆ και Ρ έτσι, 
ώστε η γραφική παράσταση της Ἀ να εφά - | 
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πτεται του άξονα Ὁχκ στο σηµείο µε τε- 
τµηµένη ΧΙ. 

Ί Για α-- 2 και Ὦ Ξ 1 να μελετηθεί και 
να παρασταθεί γραφικά η Π. 

Πῇ) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη υοαφική παράσταση 
της Π, τον ἄξονα ΟΧχ καιτις εὐθείεςχ--2 
καικτ1. 


Τ0. Έστω η συνάρτηση Ἡ: µε 
ο : όπου α,οεξ. 
Ὦ Να προσδιοριστούν οἱ αριθμοί α και 

Β., έτσι ώστε η γαρφική παράσταση της Ἡ 
να έχει ως πλάγια ασύμπτωτη τη ευθεία 
γςχα2. 

Β) Για σα -- Ὁ Ξἰ να μελετηθεί χαι να πα- 
ῥασταθεί γραφικά η. 

Πῇ) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της Ἡ, την πλάγια ασύμπτωτη και τις 
εθείεςχ-2 παιχ- 3. 


Τ1. ἢ Να μελετηθεί και να παρασταθεί 
γραφικά η συνάρτηση Βι(Χ) --Ιπίχ - Ώ 
Η} Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτη- 


σης κ) -χ Ιπίχτ- 0 2κκακα 
ος 


33) Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που 
περικλείεται απὀ τη γραφική παράσταση 
της Άμ τον άξονα Οχ καιτις εὐθείεςκ-2 
ναιχ-4. 

ν) Να δείξετε ότι η Π,, είναι αντιστρέψι- 
µη ὅτο (1, 99). Αν η 6 είναι Ἡ αντίστροφη 
της Ἡρ, στο (1, 93), να παρασταθεί γραφικά 
Ώ β στο ίδιο σήστηµα αναφοράς µετη. 


72. ἢ Έστω η συνάρτηση 
φ:µεφ)Ξ 2χ) 1 -ΙΠΙΧΙ, 

Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά 

η φ. Να δειχθεί ότι φίχ) 5 0, για μάθε 

καθ. 


1πΙΧ, 


12 Αν Νίχ) χα. ντ 


ς 


«απο ναδειχθεί 


ότι η ἃ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, οο). 
Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά 
η. 


τν : ΙΧ. 
πῇ Έστω: [ο λος να, αΦθ 


Να δείξετε ότι η ψ είναι αντιοτρέψιµη και 
να παρασταβούν γραφικά, στο ἴδιο σὐ- 
στηµα αναφοράς η ῷ χαι η ψ.1. Να βρε- 
θούν οι ψ 6) και (Ψγϱ). 

1ν) Να βρεθεί το εμβαδό Ε. του χωρίου. 
ποὺ περικλείεται από τη γραφική παρά- 
σταση της Π και τις εὐθείες Υ Ξ 2χ.Χ- 
γαικ-α» 1. 

ν) Να βρεθεί το εμβαδό Ε, του χωρίου 
που περικλείεται απὀ τη γραφική παρά- 
σταση της Ψ } παντις εὐθείες Υ -- χ/2. 
γ5! χαιγ- αν 1. 

νΏ Να βρεθεί το εμβαδό Ε, του χωρίου 
που περιλλέιεται απὀ τη γραφική πρά- 
σταση τηε Ψ ;. ναι τις εὐθείες Υπ χ/2, 
χΞ2 καιχ- ία). 


73. Έστω συνάρτηση Ἡ: µε 
ρος ενος -- αἲ)], όπου ας”. 
Ὦ Να μελετηθεί ὡς προς τη μονοτονία η. 


Ἡ. (διερεύνηση ). 
1) Να δείξετε ότι για αλ! ισχύει η ανισό- 


τητα ὁ 5 μα... χ»0, 
α 
180 Αν χι, εἶναι πραγματικές ρίζες της, 
Β΄ ενα υπολογιστεί το όριο: 

αι κο 


: π 
ἥπι 1 ΕΧιΣ2] 
ολ. ΧιΧς 


1ν) Να βρεθεί µια αρχική συνάρτηση της 
συνάρτηση εί) Ξ («2 αἲ) Π(9) ημχ. 


